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ИЗМЕРЕНИЕ  ХАРАКТЕРИСТИК  ПРОЦЕССА  ЗАИКО 
С  РАВНОМЕРНЫМ  ЗАКОНОМ  РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

 
Исследуются алгоритмы измерения математического ожидания и дисперсии оригинального случайного 
процесса с равномерным законом распределения при восстановлении сигнала между отсчетами. Даны 
рекомендации по оптимизации этих измерений. Случайный процесс; равномерное распределение; измерение 
характеристик 

  
 

ВВЕДЕНИЕ  
    Случайный процесс с равномерным зако-

ном распределения применяется для описания 
цифровых измерений при минимуме априорной 
информации об исследуемом сигнале. Чаще 
всего измерению подлежат их математическое 
ожидание и дисперсия. Поэтому оптимизация 
таких измерений является актуальной и пер-
спективной задачей [1, 2]. 

Оценки математического ожидания  xm  

и дисперсии xD  при цифровых измерениях 

находятся по формулам [3]: 
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где xil – i-й отсчет l-й отметки шкалы, причем –
– n,…,–1,0,1,…,n; 2n + 1 – количество отсчетов; 
mx – истинное значение математического ожи-
дания. При этом восстанавливающая функция 
сигнала между отсчетами не оговаривается, 
а погрешности квантования по уровню и дис-
кретизации во времени находятся порознь    
и считаются независимыми [4]. По умолчанию 
это означает экстраполяцию реализации между 
отсчетами полиномом нулевой степени. Иссле-
дования показали, что такое восстановление 
является наилучшим только для винеровских 
процессов [1]. 

Статья посвящена оптимальному планиро-
ванию и получению научно обоснованных ре-
комендаций по выбору алгоритмов и режимов 
измерений на примере случайных процессов 
с марковским свойством. 

                                                 
Контактная информация: (347) 272-11-62 

1. ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ СИГНАЛА  
МЕЖДУ ОТСЧЕТАМИ 

Пусть стационарный эргодический случай-
ный процесс имеет нормированную корреляци-
онную функцию ρ(t2 – t1) = e–α|t2 – t1|, где коэффи-
циент динамичности α ∈ (0; ∞), погрешность 
квантования 2∆к, дискретизирован во времени 
с шагом T0 и длительность реализации (2n + 
+ 1) T0. При экстраполяции он характеризуется 
одномерной w1[X | λ; xil] и двумерной w2[X1, X2 | 
λ1, λ2; xil] условными плотностями распределе-
ния вероятностей [1] 
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где Xн и Xв − нижняя и верхняя границы изме-
нения случайного процесса; λ− текущее время 
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между отсчетами; α – коэффициент динамично-
сти; δ(•) – дельта-функция Дирака [1]. 

Тогда математическое ожидание m(λ; xil), 
дисперсия );λ( ilxD  и корреляционная функция 

);λ,(λ 21 ilxR  процесса при условии xil – ∆к ≤ 

≤ x(ti) ≤  xil + ∆к равны [1, 5]: 
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где mx = (Xн + Xв)/2 – математическое ожидание 

процесса; ( ) 32нвx XX −=σ  и 3δ к∆=σ  – 
среднеквадратические отклонения процесса 
и погрешности отсчетов. 

Если восстановить сигнал между отсчетами 
по условному математическому ожиданию m(λ; 
xil), то дисперсия погрешности экстраполяции 
Dδ(λ; xil) = D(λ; xil), а ее корреляционная функ-
ция Rδ(λ1, λ2; xil) = R(λ1, λ2; xil) [1, 5].  

Тогда оценки математического ожидания 

эхm  и дисперсии 
эxD , а также математиче-

ские ожидания э δэ δ   , Dm mm  и корреляционные 

функции  ,э δmR  э δDR  их погрешностей соот-
ветственно равны [1]: 
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где традиционные оценки xm  и xD  нахо-

дятся по формулам (1). 

2. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ СИГНАЛА  
МЕЖДУ ОТСЧЕТАМИ 

При интерполяции процессов одно- и дву-
мерные условные плотности вероятности рас-
пределений между отсчетами имеют вид [1]: 
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Тогда восстанавливающая функция реали-
зации m(λ; xil, x(i+1)r) и характеристики ее по-
грешности Dδ(λ; xil, x(i+1)r), Rδ(λ1, λ2; xil, x(i+1)r) [1,  5]: 

( )

( )

( )
( )

( )( ) ( )

( )

( )[ ]
( )

( )
( )

( )

( )[ ]
( )[ ]

( )

( )
( )

( )

( )( )
( )

( )

( )

( )( )

   

.λλ0    ,,;λ
e1

e1
e

;λλ 0   ,,;λ

e1

e1
e

],;λ,λ|,[

),;λ(

),;λ(

),;λ,(λ

,λ0

,
e1

ee
σσσ

],;λ|[

),;λ(

),;λ(

;λ0

,
e1

e1
e

e1

e1
e

],;λ|[

),;λ(

02111δ

λα2

λα2
λλα

01212δ

λα2

λα2
λλα

21121212

122

111

121δ

0

2

α

λααλ

δ

11

2
1

1δ

0

2α

αλ2
λα

1

2α

λ2α
αλ

11

1

10

20

12

20

10

21

0

0

0

0

0

0
















≤≤≤×

×
−
−

≤≤≤×

×
−
−

=

=×

×−×

×−=

=
<≤










+
+−−=

=×

×−=

=
<≤

−
−−+

+
−

−−+=

==

=

+

−−

−−
−−

+

−−

−−
−−

+

+

∞

∞−
+

+

−

−−−

+

∞

∞−
+

+

−

−
−−

+

−

−−
−

∞

∞−
+

+

∫ ∫

∫

∫

TxxD

TxxD

dXdXxxXXw

xxmX

xxmX

xxR

T

dXxxXw

xxmX

xxD

T

mx

mxm

dXxxXXw

xxm

riil

T

T

riil

T

T

riil

riil

riil

riil

T

T

xx

riil

riil

riil

T
T

xri

T

T

xilx

riil

riil

 

 
При большом количестве отсчетов 2n >> 1 

оценки математического ожидания и диспер-
сии, а также характеристики их погрешностей 
примут вид: 
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где традиционные оценки при n >> 1   
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3. СРАВНЕНИЕ ЭКСТРАПОЛЯЦИОННЫХ 
И ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ АЛГОРИТМОВ 

Оценки математических ожиданий  ,
эxm  

и
 xm  и вероятностные характеристики по-

грешности их измерений при экстраполяции 

э δэ δ   , mm Dm  и интерполяции и δи δ   , mm Dm  суще-
ственно отличаются. Так, нормированные зна-
чения математических ожиданий погрешностей 

при экстраполяции и интерполяции соответст-
венно равны: 
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На рис. 1 приведено отношение э δи δ mm mm , 
из которого следует, при 7α 0 ≥T  математиче-
ское ожидание погрешности измерения мате-
матического ожидания процесса при интерпо-
ляции почти в 2 раза больше, чем при экстра-
поляции. При 01,0α 0 ≤T  экстраполяция и ин-
терполяция практически равноценны.  

 

 
Рис. 1. Зависимость отношения э δи δ mm mm оценок 

эи
, xx mm  от 0αT  
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грешностей при экстраполяции и интерполя-
ции соответственно равны: 

( )

( )
( )

,
2
e1

ln
α

1

e1α

e1

e1

e
1

σ

σ

2
e1

ln
α

1

e1

e
1

σ

σ

σ

σ
2

2
e1

ln
α

1
2
1

σ

σ

α

4

σ

2 

;
2
α

α

e1

1
σ

σ

α

e1
e1

σ

σ

σ

σ
2

α

e1
1

σ

σ

α

2

σ

12

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
0

0

α

0

2α
0

2α

α

α2

δ

α

0
α

α

δδ

α

0
2
δ

2

0
2
δ

и δ

0

2

0

α

2

δ0δδ

0
2
δ

2

0
2
δ

э δ









++







+

+

−+
+








−+

+






 ++
+








−+







+






 ++=
















 −×

×







−+








 −−







−+







+







 −−=+

−

−

−

−

−

−

−

−

−

−

α−
α−

α−

T

T

T

T

T
x

T

T

T
xx

T
xm

T

x
T

Txx

T
xm

T

T

T

TT

nD

T

T

T

TT

nD

 
и изображены при различных значениях отно-
шений σx / σδ на рис. 2 и 3. 
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Рис. 2. Зависимость относительной дисперсии     
погрешности ( ) 2σ12 δδ +nD эm от αT0 для различных 

значений σx / σδ при экстраполяции 
 

 
Рис. 3. Зависимость относительной дисперсии по-

грешности 2
δи δ σ2 nD m  от αT0 для различных        

значений σx / σδ при интерполяции 
 
Из графиков на рис. 2 видно, что при αT0 ≤ 

≤ 0,1 дисперсия погрешности 
э δmD  мала и на-

растает при αT0 > 0,1. Дисперсия погрешности 

и δmD  на рис. 3 при 1α 0 ≤T  мала и только после 

этого начинает нарастать. Максимум дисперсии 
погрешности 

э δmD  при σx / σδ  = 300 в 1,46 раза 
превышает максимум дисперсии 

и δmD , а при    
σx / σδ  = 1 в 1,48 раза. 

Отношение 
э δи δ mm DD  для различных зна-

чений σx / σδ приведено на рис. 4. 
Из него следует, что при αT0 ≤ 1 дисперсия 

погрешности измерения математического ожи-
дания при интерполяции существенно меньше, 
чем при экстраполяции. При αT0 = 0 она мень-
ше в 2 раза. Это соотношение зависит от σx / σδ. 
Так, при σx / σδ  = 300 03,0э δи δ ≤mm DD , если 
0,05 ≤ αT0 ≤ 0,5, а при σx / σδ  = 150 

03,0э δи δ ≤mm DD , если 0,1 ≤ αT0 ≤ 0,5. 
 

 
Рис. 4. Зависимость отношения 

э δи δ mm DD               

от αT0 для различных значений σx / σδ 
 
Математические ожидания погрешностей 

измерений дисперсии Dx при экстраполяции 
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и приведены на рис. 5 и 6. 
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Рис. 5. Зависимость отношения э мδи мδ DD mm  

от αT0 

 
Рис. 6. Зависимость отношения э аδи аδ DD mm от αT0 
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которые приведены на рис. 7 и 8. 
 

 
Рис. 7. Зависимость относительной мультиплика-
тивной составляющей дисперсии погрешности 

( ) 2
δэ мδ σ12 +nD D  измерения дисперсии от αT0           

при экстраполяции для различных σx / σδ 
 

 
Рис. 8. Зависимость относительной аддитивной 

составляющей дисперсии погрешности 

( ) 4
δэ аδ σ12 +nD D  измерения дисперсии от αT0 

при экстраполяции для различных σx / σδ 
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симума. При αT0 ≤ 0,1 дисперсией погрешности 

э δDD  можно пренебречь. 
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где dilog(•) – дилогарифм Эйлера [6]. 
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Рис. 9. Зависимость относительной 

мультипликативной составляющей дисперсии 

погрешности 2
δи мδ σ2nD D  измерения дисперсии 

от αT0 при интерполяции для различных σx / σδ 
 

 
Рис. 10. Зависимость относительной аддитивной 

составляющей дисперсии погрешности 4
δи аδ σ2nD D  

измерения дисперсии от αT0 при интерполяции 
для различных σx / σδ 

ВЫВОДЫ 

Таким образом, восстановление реализации 
процесса между отсчетами является обязатель-
ной процедурой при дискретной обработке 
сигнала. Это позволяет полнее учесть априор-
ную информацию об измеряемых сигналах 
и несовершенство реальных средств измерений. 
Планируя с помощью полученных соотноше-
ний эксперимент и обработку его результатов, 
можно существенно повлиять на точность    
и длительность измерений математического 
ожидания и дисперсии случайного процесса, на 
их стоимость. 

Синтезированные алгоритмы измерения 
математического ожидания и дисперсии содер-
жат по сравнению с традиционными оценками 
не только мультипликативную, но и аддитив-
ную составляющие. Это говорит о том, что рас-
пространенное применение временных «окон» 
[7] не позволяет учесть всех особенностей ме-

тодов и средств измерений характеристик слу-
чайных процессов. Математические ожидания 
погрешностей измерений вероятностных харак-
теристик при переходе от экстраполяции к ин-
терполяции увеличиваются в 1−2 раза, тогда 
как дисперсия погрешностей при этом наобо-
рот уменьшается. Так, если отношение σx / σδ = 
= 300, то дисперсия погрешности измерения 
математического ожидания Dδm уменьшается 
при 0,05 ≤ αT0 ≤ 0,5 более чем в 300 раз. Этот 
эффект существенно зависит от σx / σδ и αT0. 
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