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В данной работе методы группового анализа используются для исследования симметрийных свойств 
дифференциальных уравнений двухфазной фильтрации жидкости в пористой среде. Вычислена алгебра Ли 
операторов группы преобразований эквивалентности. Соотношения,  инвариантные относительно подгруппы 
группы преобразований эквивалентности, использованы для получения функциональных зависимостей, 
определяющих произвольные параметры модели. Показано, что одним из инвариантов подалгебры операторов 
преобразований эквивалентности является закон Тимура, связывающий абсолютную проницаемость, пористость 
и остаточную водонасыщенность. Групповой анализ дифференциальных уравнений; преобразования 
эквивалентности; уравнения фильтрации; двухфазная фильтрация  

 
 

ВВЕДЕНИЕ  
    Целью данного исследования симметрий-

ных свойств уравнений фильтрации является 
попытка решения некоторых специфических 
проблем, возникающих при моделировании 
нефтяного пласта. В силу того, что такое моде-
лирование производится на основе интерполя-
ции по ограниченным и неточным данным, по-
лученным на основе единичных измерений 
в скважинах, нет оснований полагать, что мо-
дель адекватно характеризует строение и свой-
ства пласта и пластовых флюидов. 

Как следствие, важнейшим этапом модели-
рования является определение характеристик 
процесса и корректировка значений параметров 
пористой среды. 

Помимо экспериментального способа вос-
становления зависимостей для произвольных 
параметров моделей может быть использован 
метод группового анализа – групповая класси-
фикация Ли дифференциальных уравнений [1]. 
С точки зрения данного метода модель с более 
широкой основной  группой Ли является пред-
почтительней, как обладающая дополнитель-
ными физическими свойствами. 

Задачей групповой классификации Ли явля-
ется нахождение вида произвольных функций, 
входящих в систему уравнений, обеспечиваю-
щих расширение допускаемой группы преобра-
зований и, таким образом, расширение физиче-
ских свойств модели. Рассматриваемая в дан-
ной работе система (раздел 1) содержит один-
надцать произвольных функций, что делает 
задачу групповой классификации труднораз-
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решимой. В подобных случаях является целе-
сообразным использование метода предвари-
тельной групповой классификации, основанно-
го на том, что расширение основной группы 
допускаемых преобразований происходит, если 
каждый из параметров системы задан соотно-
шением, инвариантным относительно группы 
эквивалентности системы. Реализация данного 
метода сводится к построению оптимальной 
системы неподобных подалгебр операторов 
преобразований эквивалентности и их инвари-
антов [2]. Однако в случае рассматриваемой 
системы построение оптимальной системы яв-
ляется задачей трудоемкой, и мы исследуем 
случай расширения допускаемой группы на 
одномерную подалгебру, при условии инвари-
антности относительно последней некоторого 
соотношения (раздел 2).  

Идея данной работы заключается в воз-
можности уточнения вида произвольных пара-
метров системы при условии расширения ос-
новной группы и выполнения некоторых за-
данных  закономерностей между параметрами. 
В частности, мы будем ограничивать рассмат-
риваемую одномерную подалгебру операторов 
эквивалентности условием инвариантности от-
носительно нее формулы Тимура – петрофизи-
ческой закономерности, связывающей свойства 
проницаемости, пористости и минимальной 
водонасыщенности системы. После такого ог-
раничения были получены инвариантные зави-
симости на параметры, обеспечивающие рас-
ширение допускаемой группы системы, и, как 
оказалось, в целом соответствующие рекомен-
дуемым к использованию на практике при 
фильтрационном моделировании (раздел 3). 
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1. ФИЛЬТРАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 

Для моделирования процессов вытеснения 
нефти водой используется модель двухфазного 
течения жидкости в пористой среде, построен-
ная в предположении, что вода и нефть не сме-
шиваются, не обмениваются массами и не ме-
няют фазы. Флюиды в пласте находятся в со-
стоянии термодинамического равновесия при 
постоянной температуре. Далее индексы o, w 
соответствуют нефтяной и водной фазам. 
Уравнения модели, полученные из уравнения 
сохранения массы и закона Дарси, имеют вид 
[3, 4]: 
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где pо(t, x), Sw(t, x) (давление нефтяной фазы 
и текущая водонасыщенность) – неизвестные 
функции, Bо, Bw (коэффициенты объемного 
расширения нефти и воды), ρо, ρw (плотности 
нефти и воды), µо, µw (вязкости нефти и воды), 
Kro, Krw (относительные фазовые проницаемо-
сти нефти и воды), K (абсолютная проницае-
мость пористой среды), φ (пористость среды), 
pcwo (капиллярное давление) – функции, харак-
теризующие свойства пласта и флюидов, опре-
деляемые экспериментально. 

Далее перейдем в системе (1) от текущей 
водонасыщенности Sw  к нормированной: 

( ) ( )( ).,,,, ******* sssstSstS wnw −+= xx  

Здесь Swn(t, x, s*, s** ) – нормированная водо-
насыщенность, а s*, s** – минимальное и макси-
мальное значения водонасыщенности, далее 
рассматриваемые как независимые перемен-
ные. Обобщая зависимости, используемые 
в различных фильтрационных моделях [4–7], 
будем полагать произвольные параметры функ-
циями вида 

  

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

( ).,,

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

,,,, ,

, ,

, ,

***

***

***

***

***

***

wncwocwo

wnoww

wnoww

wnoww

wno

wnoooo

oooooo

wnrwrwwnroro

Ssspp

Spss

Spss

SpssBB

SpssKK

Spssp

ppBB

SKKSKK

=

ρ=ρ

µ=µ

=

=

ϕ=ϕρ=ρ

µ=µ=
==

 (2) 

Далее будем рассматривать одномерный 
случай. 

2. ДОПУСКАЕМЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ     
И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 

Преобразования переменных t, x, s*, s** , po, 
Swn  
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зависящие от непрерывного параметра a, назы-
ваются допускаемыми преобразованиями урав-
нения (1), если уравнение (1) имеет тот же вид 

в новых переменных wno Spssxt ,,,,, *** . Мно-
жество всех таких преобразований образует 
непрерывную группу G. Группа преобразова-
ний Gназывается допускаемой группой уравне-
ния (1).  

Согласно теории Ли, построение допускае-
мой группы G эквивалентно нахождению ее 
касательного векторного поля, или инфините-
зимального оператора: 

,21
**

4

*
321

wno Sps

sxt
X

∂
∂η+

∂
∂η+

∂
∂ξ+

+
∂
∂ξ+

∂
∂ξ+

∂
∂ξ=

 

где координаты ξi, ηk  оператора являются 
функциями от t, x, s*, s** , po, Swn.  

Оператор X называется допускаемым опе-
ратором уравнения (1). Метод вычисления до-
пускаемых преобразований подробно описан 
в работе Л. В. Овсянникова [1]. Уравнение (1) 
допускает группу преобразований, соответст-
вующую инфинитезимальным операторам 
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Преобразования переменных t, x, s*, s** , po, 
Swn называются преобразованиями эквивалент-
ности уравнения (1), если уравнение (1) пере-
ходит после замены переменных в уравнение 
того же вида, но, возможно, с другими произ-
вольными параметрами pcwo, Bo, Bw, µo, µw, ρo, 
ρw, φ, K, Kro, Krw. 

Как и в случае допускаемых преобразова-
ний, для вычисления преобразований эквива-
лентности используется понятие оператора 
группы преобразования эквивалентности [1], 
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действующего на пространстве переменных t, x, 
s*, s** , po, Swn, pcwo, Bo, Bw, µo, µw, ρo, ρw, φ, K, Kro, 
Krw, и для рассматриваемой системы имеющего 
вид: 
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Координаты ξi, ηk оператора Y являются 
функциями от t, x, s*, s** , po, Swn, координаты 
µ

j – функциями от t, x, s*, s** , po, Swn, pcwo, Bo, Bw, 
µo, µw, ρo, ρw, φ, K, Kro, Krw. 

В результате вычислений получена беско-
нечномерная алгебра Ли генераторов группы 
преобразований эквивалентности, которая по-
рождается операторами следующего вида: 
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где f1,…,f5, g1,…,g8 – произвольные функции 
своих аргументов. 

При произвольных функциях pcwo, Bo, Bw, µo, 
µw, ρo, ρw, φ, K, Kro, Krw система уравнений (1) 
допускает два оператора: X1 = Y1, X2 = Y2.  Далее 
будем искать функциональные зависимости 
вида (2), инвариантные относительно оператора 
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ii YYCY с постоянными Ci.  Такие ин-

вариантные зависимости дают функции pcwo, Bo, 
Bw, µo, µw, ρo, ρw, φ, K, Kro, Krw, при которых 
происходит расширение основной группы сис-
темы (1) [2]. Кроме того, потребуем выполне-
ние дополнительного условия – наличие у опе-

ратора Y
~

 инварианта определенного вида, от-
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вечающего некоторой экспериментальной пет-
рофизической закономерности. 

3. ФОРМУЛА ТИМУРА. ИНВАРИАНТЫ 

Проницаемость является свойством порис-
той среды пропускать через себя флюиды, ме-
рой которого служит коэффициент проницае-
мости K. Коэффициент проницаемости зависит 
от особенностей строения пустотного про-
странства пористой среды, физических свойств 
флюида и природы физико-химического взаи-
модействия флюида и пористой среды. 

Проницаемость может определяться пря-
мым способом (по результатам фильтрации че-
рез породу) или косвенным. Наиболее часто 
косвенное определение проницаемости реали-
зуют с использованием петрофизических свя-
зей пористости φ с проницаемостью K, значе-
ния пористости при этом получают в результа-
те геофизических исследований скважин. Ис-
точником петрофизической информации, 
используемой в качестве опорной для интер-
претации данных геофизических исследований, 
являются в свою очередь данные лабораторных 
исследований отобранных из скважин образцов 
породы. В частности на основе эмпирических 
соотношений, полученных в результате обоб-
щения данных  исследований образцов керна, 
предложена модель Тимура: 
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где s* – остаточная водонасыщенность (мини-
мальное значение водонасыщенности для дан-
ной породы), а постоянные A, α, β подбираются 
из условия наилучшего приближения к резуль-
татам лабораторных измерений. 
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a1,…,a8 – произвольные постоянные, а F1,…,F5, 
h1, h2 – произвольные функции своих аргумен-
тов. Не приводя конкретные зависимости для 
параметров Bw, µw по причине их громоздкости, 
отметим, что Bw, µw являются функциями 1ϑ , 

2ϑ , 3ϑ  и s*.  
В случае, когда выполнены соотношения 

(5) для параметров исходной системы, основная 
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с базисом 

.
)('

)(

1

)('

)(

1

)(
1

1
)1(

)()1(

21

,,

**
2

*
2

*

***

2

7
6

***
2

*
2

*

***

2

7
6

***

2

7
*

**

2

7

8773

6
2

1
4373

21

ssh

sh

s

ss

a

a
a

ssh

sh

s

ss

a

a
a

ss
a

a

s

s

S
S

a

a

p
apa

x
xaa

t
ta

a

a
aaaX

x
X

t
X

wn
wn

o
o

∂
∂












−
−++

+
∂

∂
















−
−+−





−−

−
−−

∂
∂−−

−
∂
∂++

∂
∂−+

+
∂
∂












−







−+−=

∂
∂=

∂
∂=

 



182              УПРАВЛЕНИЕ, ВЫЧИСЛИТЕЛЬНАЯ ТЕХНИКА И ИНФОРМАТИКА • МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ…                                                                                                                                                                                                                          
Степенной вид зависимостей (5), получен-

ных для относительной проницаемости, плот-
ности,  вязкости и  коэффициента объемного 
расширения, соответствует используемым на 
практике для приближения функций данных 
параметров [6, 7, 8].  

ВЫВОДЫ  

На основе операторов группы преобразова-
ний эквивалентности были построены функ-
циональные зависимости (5) для параметров 
системы, обеспечивающих расширение основ-
ной группы Ли, соответствующие эксперимен-
тально установленным зависимостям. Показа-
но, что эмпирическое соотношение между пет-
рофизическими параметрами проницаемости, 
пористости и остаточной водонасыщенности 
может быть получено как частный случай ин-
вариантов подалгебры операторов преобразо-
ваний эквивалентности. На примере модели 
фильтрации в работе продемонстрирована ме-
тодика, позволяющая ограничивать функцио-
нальный произвол в исходных уравнениях с по-
мощью соотношений, отражающих известные 
свойства модели. 
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