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Для анализа вероятностных характеристик результатов измерений параметров физических процес-
сов построена математическая модель процесса обработки данных, учитывающая дискретность из-
мерений и вычислений, имеющих место при использовании цифровой техники. Погрешность ре-
зультата обработки данных состоит из четырех составляющих: внешние помехи, погрешность из-
мерительного прибора, погрешность численного метода обработки и накопленная погрешность ок-
ругления, вызванная ограниченной разрядностью процессора. Получены характеристики случай-
ных процессов и оценки их погрешностей. Случайный процесс; вероятностные характеристики; 
математическая модель; численная фильтрация 

 
 

ВВЕДЕНИЕ  
 
Информационные процессы, протекающие 

в комплексе измерений и обработки их резуль-
татов, заключаются в получении информации в 
виде совокупности измеряемых величин, вос-
принимаемых с помощью датчиков, которые 
поступают в измерительный канал в виде неко-
торых сигналов, преобразуемых здесь в цифро-
вые отсчеты. Далее эти отсчеты поступают в 
систему обработки, где с помощью алгоритмов 
обработки информации, а также правил их вы-
бора рассчитываются характеристики процесса 
с оценкой их погрешностей, что в конечном 
итоге и предоставляется потребителю информа-
ции. 

В последнее время требования к системе 
обработки ужесточаются. Например, при на-
клонном бурении скважин требуемая точность 
данных о траектории движения бура после об-
работки сигнала может доходить до 3–4-х зна-
чащих цифр. Реальный датчик, предназначен-
ный для работы, дает около 2-х цифр. Помеха, 
которая может иметь и случайную и детерми-
нированную составляющие, может быть на по-
рядок больше. Отсюда возникает задача: по-
строить такую систему, которая позволила бы 
уменьшить погрешность в 100–1000 раз.  

Реальный процесс измерения может быть 
подвержен различным внешним помехам. В 
случае бурения это может быть влияние бу-
рильной установки, при измерении параметров 
двигателя – вращение турбины и т. п. В любом 
случае исследуемый сигнал может содержать 
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как случайную, так и детерминированную со-
ставляющие. В качестве примера можно рас-
смотреть процесс вида 

( ) ( ) ( )tabtx ωα++= sin , 

где a, b, ω – константы, α – случайная величина, 
t – время, (a + α)sin(ωt) – помеха.  

Теоретически уменьшить погрешность, вы-
званную помехами и неточностью измерений 
можно статистическими методами. Но умень-
шение погрешности при применении статисти-
ческих методов происходит примерно как 

N1  (N – число измерений). Тем самым, для 
уменьшения погрешности на 2–3 порядка нужно 
использовать 104–106 слагаемых. В этих усло-
виях (высокой точности и большого числа сла-
гаемых) проявляются погрешности, которые 
ранее были несущественными: погрешности 
метода численной обработки и накопленная по-
грешность округления.  

Таким образом, новыми объектами исследо-
вания являются эти два вида погрешностей при 
применении статистических методов анализа. 

Поскольку при исследовании результатов 
натурного эксперимента постулирование каких-
либо свойств измеряемого приборами сигнала, 
несущего информацию об исследуемом процес-
се (стационарность, эргодичность и т. п.) может 
привести к непредсказуемым искажениям оце-
нок, предлагается подход, заключающийся в 
использовании априорной информации в виде 
определенных математических моделей, бази-
рующихся на опыте исследований в других об-
ластях, с обязательной последующей проверкой, 
уточнением и построением апостериорных мо-
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делей. Для этого используются специальные 
средства, позволяющие провести анализ состав-
ляющих сигнала, имеющих различный характер 
(случайный или детерминированный в виде 
функциональных зависимостей различного ви-
да) и представить результаты пользователю в 
наглядном виде. 

В соответствии с этим считается известной 
последовательность результатов измерений 
<x(tn)>, n = 1,…N некоторого параметра x(t) и 
характеристика системы измерений (СИ) в виде 
плотности вероятности ω(∆) погрешности изме-
рения ∆ = <x(t)> – x(t). Эта характеристика 
должна быть получена при тестировании СИ на 
стенде с помощью более точных приборов.  

Вначале по последовательности <x(tn)> и за-
висимости ω(∆) строятся оценки одномерной  

( ) ( )( )XtxX =ω=ω  

и двумерной  

( ) ( ) ( )( )2121 ,,, XtxXtxXX =τ+=ω=τω  

плотностей вероятности, и с их помощью вы-
числяются требуемые характеристики сигнала.  

Затем по предложенной ниже методике на-
ходятся оценки погрешностей, проводится ана-
лиз адекватности априорных и построение апо-
стериорных моделей. Альтернативой является 
установление факта о невозможности примене-
ния разработанной методики к данной последо-
вательности xj. 

Ранее были изучены процессы непрерывно-
го измерения [1], которые характерны для ана-
логовых устройств. В связи с широким исполь-
зованием цифровой техники и компьютеров для 
анализа результатов измерений, возникает не-
обходимость исследования влияния дискретиза-
ции на результат измерений. 

В работе [2] была предложена дискретная 
модель для исследования характеристик на ос-
нове оценки одномерной плотности вероятно-
сти. Оценка двумерной плотности вероятности 
позволяет находить и исследовать статистиче-
ские связи между двумя случайными величина-
ми. Они широко используются в различных 
технических приложениях. 

Для анализа результатов решения задач вы-
числительной математики (численного диффе-
ренцирования, интегрирования, решения задач 
для дифференциальных уравнений) были разра-
ботаны методы фильтрации, основанные на ап-
риорном представлении математической модели 
погрешности численного метода в виде суммы 
нескольких степенных функций параметра дис-
кретизации (числа узлов или шага сетки) и не-
известной нерегулярной части погрешности [3–

6]. Представляет интерес экспериментальная 
проверка применимости этих методов к задачам 
статистической обработки данных, имеющих 
наряду с детерминированной и случайную со-
ставляющую, существенно меняющую матема-
тические свойства функций. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Концептуальная постановка задачи модели-
рования выглядит следующим образом. 

Дано:  
● дискретная последовательность данных, 

представленных в цифровом формате <x(tn)>; 
● точностная характеристика СИ в виде 

плотности вероятности погрешности ω[∆], мо-
ментов: математического ожидания m∆, диспер-
сии D∆, и др. 

Определить:  
● плотность распределения вероятности 

входного сигнала; 
● с его помощью найти вероятностные ха-

рактеристики сигнала x(t); 
● оценки погрешностей вычисленных зна-

чений вероятностных характеристик. 
Поскольку закон распределения можно оп-

ределить только приближенно, то необходимо 
найти оценки погрешностей характеристик, вы-
званные различными источниками (внешними 
помехами, измерительным прибором, методом 
вычисления характеристик и ограниченностью 
разрядности представления чисел в ЭВМ).  

Расширить возможности методов обработки 
экспериментальной информации можно за счет 
комплексного учета основных факторов, 
влияющих на точность статистических измере-
ний.  

Идея комплексного подхода заключается в 
использовании априорной математической мо-
дели общей погрешности в виде: 

окрметодСИвозмобщ ∆+∆+∆+∆=∆ .     (1) 

Представление погрешности в виде суммы 
подразумевает линеаризацию некоторой функ-
циональной зависимости более общего вида, 
что обосновано при достаточно малых относи-
тельных значениях погрешностей. Это имеет 
место для измерений высокой точности. Кроме 
того, при таком представлении не предполага-
ется отсутствие зависимости составляющих по-
грешности, например от амплитуды измеряемой 
величины. Конкретизация этих зависимостей 
представляет одну из задач методики исследо-
вания результатов измерений.  

Внешние воздействия возмущающих факто-
ров ∆возм описываются случайной моделью с 
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априори неизвестной плотностью распределе-
ния вероятности  ω1[X]. 

Погрешность СИ ∆СИ считается случайной 
величиной с известной плотностью распределе-
ния вероятности ω[∆]. 

Погрешность метода ∆метод(N,B) = yN,B−y (где 
yN,B и y – вычисленное и точное значения) обу-
словлена дискретизацией входного сигнала, ог-
раниченностью диапазона измерения и ее мо-
дель представляется определенными функцио-
нальными зависимостями от количества слагае-
мых суммы (4) и величины диапазона измере-
ния B 

…++=− −− 21 )()( 21,
kk

BBN NBcNBcyy ,    (2) 

 …++=− −− 21
21

ll
B BCBCyy ,             (3) 

где y – точное значение; yN,B – приближенный 
результат, полученный при числе слагаемых 
суммы, равном N, и длине диапазона измерения, 
равном B; yB – предельное при N→∞ значение 
yN,B при данном B; k1, k2,…, l1, l2,… – действи-
тельные числа (0<k1<k2<…, 0<l1<l2<…), которые 
могут быть априори известны или неизвестны в 
зависимости от конкретной ситуации. То есть, 
модель этих составляющих погрешности явля-
ется детерминированной. Представление (2), (3) 
является априорным и изначально выбирается 
на основе результатов исследования решения 
задач вычислительной математики [3–7]. 

Погрешность округления ∆окр считается не-
известной величиной, диапазон изменения ко-
торой определяется экспериментально и может 
зависеть как от метода вычисления, так и от 
длины мантиссы машинного слова и способа 
округления. Эта погрешность и ее оценочная 
зависимость от N может существенно отличать-
ся при применении различных численных мето-
дов. 

До обработки измерительной информации 
погрешность определяется первыми двумя со-
ставляющими (1). В результате статистической 
обработки первая и вторая составляющая 
уменьшаются, но появляются третья и четвер-
тая. Дальнейшая обработка уменьшает третью 
составляющую. 

2. МЕТОДИКА ОБРАБОТКИ 
ИЗМЕРИТЕЛЬНОЙ ИНФОРМАЦИИ 

Комплексный подход предполагает исполь-
зование определенной методики обработки дан-
ных с целью выделения полезной информации 
путем уменьшения или подавления составляю-
щих погрешности. Для этого в определенной 
последовательности используется набор извест-
ных, адаптированных к данной задаче алгорит-

мов оценки и уменьшения разных видов по-
грешности.  

1. Поскольку закон распределения случай-
ной величины неизвестен, то определяется при-
ближенная зависимость плотности вероятности 
на основе дискретных эмпирических данных 

( )nn txx = :  

● оценка одномерной плотности вероятно-
сти [2] 
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2. Алгоритмы вычисления оценок моментов 
случайного сигнала сводятся на основе полу-
ченных оценок плотностей вероятности к вы-
числению средних арифметических результатов 
измерений или их комбинаций.  

Например, оценка корреляционного момен-
та определяется по формуле 
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 – оценка математического ожи-

дание параметра X. 
3. Оценка и уменьшение погрешностей дис-

кретизации и ограниченности диапазона изме-
рения проводится с помощью фильтрации ре-
зультатов расчета характеристик сигнала. Для 
этого разработаны алгоритмы, приведенные 
ниже и использующие методы экстраполяции 
Ричардсона, Ромберга, Нэвилла, встроенные в 
алгоритмы фильтрации, а в случае неизвестных 
показателей в (2), (3) используются δ2-, ε-, θ-
алгоритмы [3]. При этом сначала проводится 
фильтрация по N в соответствии с (2), а затем 
отфильтрованные по N значения фильтруются 
по B согласно (3).  

4. Применение методов фильтрации позво-
ляет подавить составляющие погрешностей (2), 
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(3), что дает возможность обнаружить скрытую 
за погрешностями метода накопившуюся по-
грешность округления.  

5. На основании изучения результатов рас-
четов строится апостериорная модель сигнала, 
которая может быть использована для оценки 
погрешностей при изменении характеристик 
сигнала.  

6. Анализ результатов расчетов на этом эта-
пе позволяет подобрать оптимальные парамет-
ры численных методов (длины кванта дискрети-
зации и диапазона измерения, тип переменных). 
Далее эти параметры могут оставаться неизмен-
ными, или периодически корректироваться, ес-
ли характер сигнала претерпевает значительные 
изменения.  

7. Проводится комплекс вычислений, оце-
нок погрешностей и проверка достоверности 
этих оценок с помощью адаптированного про-
граммно-алгоритмического обеспечения.  

3. АЛГОРИТМЫ ФИЛЬТРАЦИИ 

Рассмотрим алгоритмы фильтрации матема-
тических моделей (2) и (3).  

В качестве фильтруемых последовательно-
стей )0(

iz  могут использоваться как вычислен-
ные результаты вероятностных характеристик 
yN,B, так и полученные в результате первого эта-
па фильтрации значения yB. 

Суть алгоритмов заключается в том, что на 
начальном этапе делается попытка определить 
коэффициенты модели k1, k2,… Обычно это воз-
можно, когда они являются целыми числами.  

В этом случае для фильтрации в алгоритме 1 
применяется формула Ричардсона. В случае не-
возможности определения коэффициентов мо-
дели в алгоритме 1 используется δ2-алгоритм 
или ε-алгоритм [3], не требующие знания по-
рядков точности (рис. 1).  

 
 

 
Рис. 1. Алгоритм 1 идентификации математических моделей 
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Далее проводится повторная фильтрация, на 

j-м шаге которой по вычисленной ранее после-
довательности )1( −j

iz  применением одного из 
перечисленных в п. 2 методики алгоритмов экс-
траполяции определяется отфильтрованная j раз 
последовательность )( j

iz . Количество шагов 
фильтрации либо ограничено заранее числом j01, 
либо процесс прерывается, если не выполняется 
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mz  – значения, получен-

ные на j-м шаге фильтрации. Смысл этого огра-
ничения заключается в том, что значительного 
уменьшения оценки погрешности после очеред-
ной фильтрации не происходит. Критическое 
значение 1/3 эмпирически определено в работе 
[8]. 

Алгоритм 1 обычно используется для оцен-
ки погрешности дискретизации по числу отсче-
тов N. Он требует экспоненциального роста 
числа отсчетов, например, Ni = 2Ni – 1. Алгоритм 
2 более удобен для оценки погрешности, вы-
званной ограниченностью диапазона измерения 
B, поскольку он требует линейного роста числа 
отсчетов. 

В алгоритме 2 вместо формулы Ричардсона 
используется формула Нэвилла, а вместо  
δ2-алгоритма – θ-алгоритм [3]. 

В отличие от первого, в алгоритме 2 форму-
ла Нэвилла может быть использована, только 
если показатели являются частью натурального 
ряда чисел. В остальном алгоритм 2 аналогичен 
алгоритму 1. 

Результаты применения этих алгоритмов 
приведены на рис. 2–5. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДИКИ 
АНАЛИЗА ПОГРЕШНОСТЕЙ 

Рассмотрим зависимости относительной по-
грешности коэффициента корреляции r(k) от 
количества отсчетов N (рис. 2, 3). Данные зави-
симости удобнее всего проиллюстрировать в 
логарифмическом масштабе, поэтому по оси 
абсцисс будет откладывать десятичный лога-
рифм от количества отсчетов N, а по оси орди-
нат – десятичный логарифм относительной по-
грешности δ вычисления величины коэффици-
ента корреляции r(k). Величину −lgδ назовем 
точностью, выраженной в количестве точных 
десятичных значащих цифр.  

С помощью алгоритма 1 проведена иденти-
фикация математической модели (2) по резуль-
татам численных экспериментов, что позволило 

путем фильтрации получить оценки погрешно-
сти и уточнить эти результаты. На рис. 2, 3 
цифрой 0 обозначена зависимость погрешности 
исходных результатов вычисления коэффициен-
та корреляции, цифрами 1–3 показаны результа-
ты однократной, двукратной и т. д. фильтрации 
численных данных. Буквой а обозначены пря-
мые y = 2 + ½lgN и y = 12 + ½lgN, оценивающие 
уровень случайной составляющей погрешности 
результата, буквой б – прямые y = 6,5 − ½lgN и 
y = 16,5 − ½lgN, оценивающие уровень накоп-
ленной погрешности округления. 

Положительным результатом каждого шага 
фильтрации является увеличение ординаты и 
изменение (увеличение) углового коэффициента 
линий с возрастанием их номера. При попытке 
фильтрации несуществующей составляющей 
(при ошибке в указании показателя степенной 
функции в (2)) уточнения не происходит, воз-
можно даже ухудшение точности.  

 

 
Рис. 2. Зависимость погрешности вычисления коэф-
фициента корреляции r(k) от количества отсчетов N. 

Переменные типа single. Амплитуда случайной    
составляющей составляет 10−2 

 

 
Рис. 3. Зависимость погрешности вычисления коэф-
фициента корреляции r(k) от количества отсчетов N. 

Переменные типа double. Амплитуда случайной   
составляющей составляет 10−12 

 
При небольшой ошибке в показателе проис-

ходит неполное подавление составляющей, что 
может обнаружиться после нескольких после-
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дующих фильтраций при появлении линии с 
угловым коэффициентом, соответствующим 
этой составляющей, сдвинутой вверх по графи-
ку. 

Таким образом, сравнение несколько раз 
отфильтрованных результатов позволяет прове-
рить непротиворечивость априорных математи-
ческих моделей.  

Фильтрация позволяет достаточно надежно 
оценить погрешность численного метода, уве-
личить точность результата. Путем идентифи-
кации и подавления составляющих погрешности 
численного метода удается визуально оценить 
зависимость погрешности округления от N. Как 
видно из рис. 2, 3, при суммировании погреш-
ность округления накапливается по статистиче-
скому закону. Из-за накопления погрешности 
округления наблюдается уменьшение точности 
при lgN>4. Рис. 3 показывает, что фильтрация 
позволяет уменьшить погрешность метода на 
несколько порядков, но только при lgN > 3. 

Результаты показывают, что накопление по-
грешности округления происходит по статисти-
ческому закону. Оценка относительной погреш-
ности округления выглядит следующим обра-
зом: NM

окр
−≈δ 10 , где M – число разрядов 

мантиссы.  
Для изучения характера изменения коэффи-

циента корреляции при расширении диапазона 
были проведены расчеты с помощью алгорит-
мов 1 и 2, результаты которых представлены на 
рис. 4 и 5. 

По оси абсцисс откладывается lg(B / 1000), 
где B – величина диапазона измерения, а по оси 
ординат – lg δ, где δ – относительное отличие 
текущего вычисленного значения от эталонного 
значения. Каждое использованное значение ис-
следуемой зависимости для каждого B получа-
лось в результате фильтрации по N. Как видно 
из рис. 4 и 5, зависимость коэффициента корре-
ляции от величины диапазона B приближенно 
можно представить функцией r∞ – const/B. 
Фильтрация позволяет уточнить предельные 
значения коэффициента корреляции на несколь-
ко значащих цифр. При этом сами расчетные 
значения могут оказаться недостаточно точны-
ми. Наличие предельного значения, закономер-
ностей изменения погрешностей при увеличе-
нии B или их отсутствие представляет собой 
важнейшую информацию не только для оценки 
точности результатов обработки, но и для при-
нятия решения об адекватности модели случай-
ного процесса и реального сигнала. Как видно 
из сравнения двух рисунков, алгоритм 2 позво-
ляет добиться большей точности при меньшем 
обрабатываемом диапазоне измерения. 

 
Рис. 4. Результаты фильтрации зависимости 

значений коэффициента корреляции от величины 
диапазона измерения с помощью алгоритма 1 
 

 
Рис. 5. Результаты фильтрации зависимости 

значений коэффициента корреляции от величины 
диапазона измерения с помощью алгоритма 2 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Разработанная дискретная модель процесса 
обработки результатов измерения характери-
стик случайного сигнала, в отличие от извест-
ных, позволяет учесть влияние на результаты 
обработки всех видов источников погрешности 
в комплексе.  

На основе этой модели разработана методи-
ка комплексного подхода к оценке погрешно-
стей обработки результатов измерений, которая 
не требует знания закона распределения изме-
ряемой составляющей и сочетает статистиче-
ские и детерминированные способы уменьше-
ния погрешностей. Это предоставляет возмож-
ность оценить все их составляющие. Исследо-
вание показало, что этот подход позволяет 
уточнить результаты и увеличить надежность 
полученных оценок, проверить адекватность 
моделей, применяемых для описания случайных 
процессов. 

Разработанные алгоритмы позволяют поль-
зователю в наглядном виде получать информа-
цию об исследуемых параметрах и оценки их 
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погрешностей, что дает возможность оценки 
всех составляющих погрешностей, имеющих 
разный порядок. Это обеспечивает, в отличие от 
известных средств, принятие обоснованных ре-
шений о достоверности полученных результа-
тов обработки данных натурного эксперимента. 

Анализ результатов внедрения в нефтегазо-
вую промышленность позволяет утверждать, 
что применение разработанной модели процесса 
идентификации характеристик случайных про-
цессов и методов обработки результатов изме-
рений на основе этой модели позволяет при об-
работке сигналов из забоя скважины в процессе 
наклонно-направленного бурения на глубине 2–
5 км попасть в нефтеносный пласт толщиной 
1,5–3 м и пробурить там канал сбора нефти 
длиной 700–1500 м. 
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