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Аннотация. Задача моделирования автомодельного формообразования и краевые 
условия формулируются согласно закону Фарадея. Задача сводится к решению крае-
вой задачи для определения аналитической функции комплексного переменного. 
В отличие от плоской задачи для определения потенциала, функции тока и напря-
женности используются интегральные преобразования аналитической функции. Про-
изводится интерполяция сплайн-функциями, описывается метод решения автомо-
дельной осесимметричной задачи, отличающийся от известных своей точностью. 
Представлены результаты численного решения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Среди решений нестационарных задач 

электрохимического формообразования 

особый интерес представляют решения, ко-

торые сохраняют геометрическое подобие 

межэлектродного пространства (МЭП) [1] 

относительно некоторой точки EZ  (называ-

емые автомодельными). Автомодельные 

решения позволяют более простыми сред-

ствами (в ряде случаев – аналитически) ис-

следовать нестационарные процессы, в 

частности, получить оценки изменения ра-

диуса кривизны при скруглении острых 

кромок. При этом иногда процесс, прибли-

женный к автомодельному, возникает в 

начальный момент времени, а затем перехо-

дит в нестационарный. Чаще автомодель-

ный процесс устанавливается асимптотиче-

ски.  

В связи с этим целью данной работы яв-

ляется разработка численно-аналитического 

метода и исследование характеристик авто-

модельных процессов. 


Работа поддержана грантом РФФИ 17-07-00356. 

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ 

МОДЕЛЬ ПРОЦЕССА 

Рассматривается задача по решению 

уравнения Лапласа для потенциала  внут-

ри некоторой осесимметричной области, на 

границах которой выполняется условие по-

стоянства , причем форма свободной гра-

ницы должна удовлетворять условию авто-

модельности, т.е. сохранения геометриче-

ского подобия МЭП.  

Рассмотрим автомодельную задачу 

обработки точечным электродом-инстру-

ментом (ЭИ). Меридиональное сечение 

МЭП показано на рис. 1. Здесь ADB – гра-

ница растворяемого материала, точка C – 

неподвижный точечный ЭИ.  

Рис. 1. Схема МЭП при автомодельном процессе 



О. Р .  Зиннатуллина,  Н.  М.  Шер ыхалина,  Н .  И.  Житникова ● МОДЕЛИРОВАНИЕ АВТОМОДЕЛЬНОГО…  33

С помощью интегральных преобразова-

ний Г. Н. Положего [2] потенциал  и 

функция тока  осесимметричного поля 

выражается через функцию комплексного 

переменного f(Z), аналитическую (т.е. удо-

влетворяющую условиям Коши–Римана) в 

области Z=X+iY, форма границ которой сов-

падает с формой границ межэлектродного 

пространства в меридиональном сечении 

осесимметричного поля  
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где 000 iYXZ  , 000 iYXZ  . 

Таким образом, решение осесиммет-

ричной задачи сводится к решению неко-

торой плоской задачи для определения 

аналитической функции )(ZW , представ-

ляющей комплексный потенциал некоторо-

го вспомогательного плоского поля. Потен- 

циал и функция тока осесимметричного 

поля получаются путем интегральных пре-

образований (1), (2), примененных к функ-

ции dZdWZf )(  [1]. 

Краевые условия вспомогательной плос-

кой задачи записываются в виде интеграль-

ных уравнений, которые получаются при-

равниванием к константе правых частей (1) 

для эквипотенциальных границ или (2) для 

непроницаемых. Равенство нулю мнимой 

или действительной части f(Z) в общем слу-

чае не приводит к равенству нулю или кон-

станте соответствующих интегралов. 

Из (1) и (2) определяются значения про-

дольной и радиальной составляющей 

напряженности XEx  , YEy 
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где 01 iX    некоторая точка на оси сим-

метрии X. 

Отобразим конформно область, соответ-

ствующую МЭП на плоскости Z, на полосу 

 i  (рис. 2, а). Тогда задачу определе-

ния функции W(Z), аналитической в области 

МЭП, можно решать в параметрическом 

виде: найти функции W() и Z().  

а                                          б 
Рис. 2. Образы МЭП на плоскостях:  

а – параметрического переменного ; 

б – комплексного потенциала 

КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ 

Краевым условием для определения функ- 

ции W() является условие эквипотенциаль-

ности анода. При этом на плоскости W об-

разом области МЭП является криволиней-

ная полуполоса (рис. 2, б). 

Краевым условием для определения 

функции Z() является условие автомодель-

ности. Для вывода этого условия в осесим-

метричном случае используем закон Фара-

дея в форме уравнения Полубариновой–

Галина [1, 3, 4] 
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где k – электрохимическая постоянная. 

В автомодельном решении, если вы-

брать некоторое характерное расстояние 

 tl , то отношение 
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является безразмерной аналитической 

функцией, не зависящей от времени t (по-

скольку форма области на плоскости пара-

метрического переменного также не зависит 

от времени). Тогда частная производная 
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где (t) – относительная скорость измене-

ния характерного размера (масштабного 
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фактора). При этом равенство (5) примет 

вид 
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или в безразмерном виде при y=Y/l, /I 
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Это равенство представляет собой крае-

вое условие автомодельности. Производная 

функции тока d/d определяется с помо-

щью интегральных преобразований (3), (4) 

аналитической функции. 

Значение безразмерной константы  в 

(6) определяется при решении задачи. При 

этом все составляющие ее величины могут 

быть функциями времени. 

В частности, при постоянном U величи-

на (t) должна удовлетворять условию 
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Отсюда можно определить зависимость 
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сматривать как время начала процесса рас-

творения некоторой начальной формы с 

особенностями. Принимая во внимание 

факт, что автомодельное решение является 

некоторым аттрактором, к которому, по-

видимому, сходятся решения нестационар-

ных задач, имеется возможность избежать 

трудностей при начале расчета растворения 

поверхностей, имевших в начальное время 

изломы или точки соприкосновения про-

водника с изолятором. 

При постоянном токе I величина (t) 
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При постоянной плотности тока ( 2
~ lI ) 
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В (6) сделаем замену 


 ez , 
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Тогда получим соотношение 
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которое также может быть использовано в 

качестве краевого условия. 

Метод решения осесимметричных задач 

по определению форм, не зависящих от 

времени, включает два основных этапа: 

нахождения конформного отображения об-

ласти параметрического переменного на 

физическую плоскость и определения по-

тенциала и функции тока с помощью инте-

гральных преобразований аналитической 

функции. 

КОНФОРМНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ 

Задача конформного отображения реша-

ется следующим образом.  

Функция 

   sh0 igz (7) 
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при g>0 конформно отображает полосу 

плоскости  на левую полуплоскость с раз-

резом. При этом граница = отображается 

на поверхность ADB, граница =+i/2 – на 

разрез ACB. Положение точечного источ-

ника   giz 20 .

Функция, отображающая плоскость  на 

физическую, ищется в виде суммы  

      zzz 0 . (8) 

При   величина   0Re z .

Функция z() получается следующим 

образом. Будем искать решение на границе 

= в узловых точках m (m=0,…,n). Иско-

мыми будут значения   mm xz Re . При

=n примем   0Re  nz , поскольку

 zRe  как экспонента убывает при .

Значения  zRe  в промежуточных между

узловыми точках найдем, аналогично [5, 6], 

с помощью кубического сплайна P(), име-

ющего две непрерывные производные. 

Для восстановления функции  z  ис-

пользуем формулу Шварца [7] с учетом то-

го, что z() аналитическая функция, име-

ющая, как и  0z , чисто действительные

значения на прямой Im=1/2. Аналитически 

продолжим функцию  z  на полосу еди-

ничной ширины. В силу принципа симмет-

рии [7]      ziz ReRe . Так как в си-

лу симметрии МЭП  zRe  – четная по 

функция, то  
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Так как в автомодельной задаче точеч-

ный источник располагается в начале ко-

ординат, зададим условие   2Re 0 iz

  02   iz  и найдем из этого условия па-

раметр g 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА 

И ФУНКЦИИ ТОКА 

Способ решения заключается в пред-

ставлении комплексного потенциала w() 

вспомогательной плоской задачи и его про-

изводной в виде сумм 
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деляется из решения плоской задачи. 

Будем искать решение в виде функции 
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Эта функция должна обладать следую-

щими свойствами: при =+i0 ее действи-

тельная часть должна быть нечетной функ-

цией , при =+i/2  21 if   должна быть

чисто действительной. Тогда ее можно ана-

литически продолжить на полосу единич-

ной ширины. При этом в соответствии с 

принципом симметрии справедливо равен-

ство    0ReRe 11 ifif  .

Искомыми параметрами будут значения 

действительной части функции 

  mm ff 1Re  в узловых точках m, 

 nm ,...,1 . При =0=0   0Re 01 f , по-

скольку действительная часть f1 – нечетная 

функция . При =n примем   0Re 1 nf ,

поскольку  1f  как экспонента убывает

при . Значения   0Re 1 f  в точках,

промежуточных между узловыми, найдем с 

помощью кубического сплайна S(). 

Для восстановления функции  1f  ис-

пользуем формулу Шварца [7]. Так как 

 1Re f  нечетная по  функция, то

   







0
221

chch

sh
ch2

d
Sif . 
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В связи с наличием особенности функ-

ции )(f  в точке C при применении преоб-

разований Положего интегрирование необ-

ходимо проводить от бесконечности. Выра-

жения (1), (2) примут вид  

      


 




n

m

ffm 10Im
1

     mm zzzz

d




 , (10) 

      


 




n

m

ff
y

m 10Im
1

  

     mm

m

zzzz

dxz




  . (11) 

Условие эквипотенциальности обраба-

тываемой поверхности при решении мето-

дом коллокаций приводит к системе урав-

нений 

    0 nmmF , 1,,1  nm  . (12)

Подставив в (10) выражение  1f  че-

рез сплайн и формулу Щварца, а получен-

ные выражения в (12), и используя форму-

лу Сохоцкого [7], получим систему ли-

нейных (относительно переменных fm) 

уравнений:  

      

















n

m

pSiSfFm
0

0 .p.v2Im
1

 

     
0

chch

shch
22


















mm zzzz

d

p

pdp
. 

Для формирования указанной системы 

линейных уравнений необходимо найти 

частные производные 
j

m

f

F




. При этом необ-

ходимо дифференцировать сплайн S() по fj 

под знаком интеграла. Дифференцируя 

сплайн S() по fj, получим единичный 

сплайн Ej(). Тогда 

    



















 n

m

pEiE
f

F
jj

j

m

0

.p.v2Im
1

     mm zzzz

d

p

pdp

















22
chch

shch
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Таким образом, система уравнений (12) 

примет вид 







N

j
mj

j

m Bf
f

F

1

, Nm ,,0  ,   

 
     mm

m
zzzz

d
fB

n

m 





 




0Im

1
. (13) 

Для численного интегрирования приме-

няется метод, предложенный в [8]. 

Форма обрабатываемой поверхности за-

ранее не известна, а определяется краевым 

условием автомодельности (6), которое за-

пишем в виде 




















 chshIm gx
x

g
z

z



















 


d

dz
z

1
Im .   (14) 

Это уравнение представляет собой не-

линейное граничное условие при решении 

краевой задачи для определения неизвест-

ной функции z().  

Задача решается методом коллокаций. 

Для этого используем представление этой 

функции в виде (7)–(8). Искомыми являют-

ся значения   mm xz Re  в узловых точ-

ках m (m=1,…, n1) и параметр  (как было 

указано выше, xn=0). Подставляя  mz   и 

 m

z




  при =m (m=0,…, n1) в (14) и 

определив 
yx 






,  по формулам (3), (4), со-

ставим систему нелинейных уравнений. 

Также определим масштаб, задав x0=1. 

Искомыми также являются значения 

  mm ff 1Re  в узловых точках m 
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(m=1,…, n1). (Как было указано выше, 

f0=fn=0). Для определения этих параметров 

составим систему линейных уравнений, по-

требовав выполнение уравнений (13) при 

=m (m=1,…, n1). Максимальное значе-

ние n равно 10. 

Тем самым, получим систему 2n–1 не-

линейных уравнений, которая решается ме-

тодом Ньютона с регулированием шага.  

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Результаты решения осесимметричной 

автомодельной задачи приведены на 

рис. 35 (кривые 1) в сравнении с аналогич-

ным решением плоской задачи (кривые 2). 

Асимптотический характер зависимости 

x~y2 у плоской формы, у осесимметричной 

x~y3. На рис. 3 представлена форма авто-

модельной поверхности (повернутая на 90 

по часовой стрелке). При этом форма плос-

кой автомодельной поверхности получена 

по формуле [1] 

   
it

it
ittz




 2

2

1
. 

Рис. 3. Формы автомодельных поверхностей: 

1 – осесимметричной, 2 – плоской 

Видно, что форма осесимметричной ав-

томодельной поверхности близка к соответ-

ствующей плоской. При этом абсолютные 

значения максимальной и минимальной 

кривизны осесимметричной автомодельной 

формы несколько выше (рис. 4). 

Рис. 4. Кривизна автомодельных поверхностей: 

1 – осесимметричной, 2 – плоской 

На рис. 5 приведена зависимость модуля 

напряженности на поверхности от ордина-

ты. 

Рис. 5. Напряженность на автомодельных  

поверхностях: 1 – осесимметричной, 2 – плоской 

В табл. 1 даны значения параметров ре-

шения (1/, KD, ED – кривизна и безразмер-

ная напряженность в точке D, Kmin – мини-

мальное значение кривизны поверхности, 

п, xп, yп – координаты точки перегиба об-

рабатываемой поверхности) с оценками по-

грешности и относительной размытости, 

соответствующие иллюстрации оценок и 

фильтрации на рис. 6–9. 

Таблица  1  

Результаты решения осесимметричной задачи 

Пара

ра-

метр 

Значение 

Оценка 

погреш-

ности 

Размы-

мы-

тость 

1/ 10,884951335035 110
–11

 0,1 

ED 0,09186995598055 110
–13

 0,1 

KD 0,948474795 110
–8

 0,1 

Kmin –2,0426225 210
–6

 0,1 

п 0,289716912 310
–9

 0,2 

xп 0,4031529 410
–7

 0,1 

yп 0,9990055 110
–7

 0,1 

Следует отметить, что в плоском случае 

безразмерная напряженность xEx   на 

расстоянии 1 от одиночного источника рав-

на 1/(2); на плоской эквипотенциальной 

поверхности, расположенной на том же рас-

стоянии от источника, удваивается: Ex=1/. 

В автомодельном решении за счет перерас-

пределения тока от центра к периферии 

напряженность имеет промежуточное зна-

чение 1/(1,5). Аналогично, в осесиммет-

ричном случае напряженность от изолиро-

ванного источника на расстоянии 1 равна 

1/(4), на плоской поверхности 1/(2), в ав-
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томодельном решении имеет промежуточ-

ное значение (приблизительно в 2,31 раза 

меньшее, чем в плоском случае (табл. 1)). 

Это видно и из рис. 5. При этом   10,1
1




xE , 

так как в силу краевого условия (14) 

  10,1dwdzz  (поскольку   10,1 z , а

 0,1


z
 имеет чисто мнимое значение). 

Оценка погрешности численного реше-

ния проводилась методом фильтрации ре-

зультатов вычислений [9–12]. На рис. 6–9 

результаты фильтрации представлены в ло-

гарифмическом масштабе. По оси ординат 

отмечены десятичные логарифмы абсолют-

ных величин полученных оценок погрешно-

стей  lg  (точность результатов). По оси 

абсцисс отложены десятичные логарифмы 

числа отрезков разбиения n (которое изме-

нялось от 64 до 1339). 

Рис. 6. Оценка относительной погрешности 

вычисления величины 1  

Рис. 7. Оценка относительной погрешности 

вычисления кривизны в точке D 

В качестве оцениваемых параметров на 

рис. 6, 7 рассмотрены значения 1/ и кри-

визны поверхности DK  в центральной точ-

ке D. Цифрой 0 отмечены оценки точности 

вычисленных данных, цифрами 1, 2, … ре-

зультаты первой, второй и т.д. фильтрации 

Разность ординат между двумя кривыми 

представляет собой логарифм отношения 

оценок для разных фильтраций. Это отно-

шение называется размытостью оценки. 

На рис. 8, 9 рассмотрены значения мини-

мальной кривизны и ординаты точки пере-

гиба.  

Как видно, в результате фильтрации 

точность повышается на 3–5 порядков. Ре-

зультаты численного анализа (рис. 8, 9) по-

казывают, что нерегулярная составляющая 

погрешности, связанная с переменой поло-

жения точек относительно узлов сетки не-

сколько затрудняет проведение фильтрации 

минимального значения кривизны и коор-

динат точки перегиба.  

Рис. 8. Оценка относительной погрешности 

вычисления минимальной кривизны 

Рис. 9. Оценка относительной погрешности 

вычисления ординаты точки перегиба 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в данной работе на ос-

нове закона Фарадея и геометрического 

условия сохранения подобия найден вид 

краевого условия автомодельности, удоб-

ный для аналитического и численного ре-

шения осесимметричных задач. 

Предложен метод численного решения 

задачи автомодельной электрохимической 

обработки точечным электродом-инстру-

ментом в осесимметричной постановке, ос-

нованный на интегральных преобразовани-

ях аналитической функции. Численное ре-



О. Р .  Зиннатуллина,  Н.  М.  Шер ыхалина,  Н .  И.  Житникова ● МОДЕЛИРОВАНИЕ АВТОМОДЕЛЬНОГО…  39

шение подтвердило высокую эффектив-

ность предложенного метода. 

Получены численные значения (с оцен-

кой погрешности) геометрических и физи-

ческих параметров. Например, значения 

кривизны границы вычислены с точностью 

около 7 значащих цифр. 

Авторы выражают благодарность д-ру 

физ.-мат. наук, проф. В. П. Житникову за 

высказанные замечания и пожелания по 

улучшению статьи. 
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