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Аннотация. Разработан алгоритм построения в матричной форме двумерных сплай-
нов степени 2 дефекта 1. На его основе разработана методика описания наружной 
поверхности рабочей лопатки осевого компрессора ГТД и построена математическая 
модель наружной поверхности перьевой части конкретной рабочей лопатки, позво-
ляющая определить координаты любой точки на ее наружной поверхности. Данное 
исследование является основой для создание методики применения двумерных 
сплайнов степени 2 при математическом описании схемы укладки слоев композици-
онных материалов в композитной рабочей лопатке осевого компрессора ГТД и по-
следующем применением модели укладки слоев при расчетах на прочность, жест-
кость и колебания. 

Ключевые слова: ГТД; осевой компрессор; рабочая лопатка; геометрия поверхности; 
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
ВВЕДЕНИЕ 

При проектировании и расчете на проч-

ность, жесткость и колебания рабочей ло-

патки компрессора газотурбинного двигате-

ля (ГТД) необходима математическая мо-

дель ее наружной поверхности. Представля-

ется перспективным построение такой 

модели на основе сплайнов [1]. 

Наиболее простым является сплайн пер-

вой степени, при котором между любой па-

рой соседних узлов сплайна аппроксимиру-

емая кривая линия рассматривается как от-

резок прямой линии. Поэтому в узловых 

точках первая производная сплайна первой 

степени имеет разрыв. 

Следующим по сложности является 

сплайн второй степени дефекта 1, у которо-

го между любой парой соседних узлов 


Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ и Правительства Республики Башкортостан  
в рамках научного проекта №_17-48-020824_р_а. 

сплайна аппроксимирующая кривая рас-

сматривается как многочлен второй степе-

ни. При этом неразрывными являются как 

сами значения рассматриваемой функции, 

так и первые производные данной функции 

по пространственной координате. 

В настоящее время в литературе очень 

часто для аппроксимации поверхностей 

применяются сплайны третьей степени. Од-

нако сплайны третьей и более высоких сте-

пеней имеют склонность к осцилляции и 

работа с ними требует высокой осторожно-

сти. 

В связи с этим в данной работе разрабо-

тана методика построения одномерных и 

двумерных сплайнов степени 2 дефекта 1, 

ориентированных на аппроксимацию кри-

вых линий и поверхностей рабочей лопатки 

компрессора ГТД.  

Следует отметить, что в общедоступной 

литературе не рассматриваются возможно-

сти применения двумерных сплайнов вто-
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рой степени для аппроксимации поверхно-

стей лопатки ГТД. Поэтому представляется 

полезным в данной статье детально изло-

жить методику описания наружной поверх-

ности лопаток ГТД двумерным сплайном 

степени 2 с тем, чтобы заинтересованные 

читатели могли ее применить в своих ис-

следованиях. 

ОДНОМЕРНЫЙ СПЛАЙН ВТОРОЙ 

СТЕПЕНИ ДЕФЕКТА 1 

Общая характеристика одномерного 

сплайна второй степени дефекта 1 

Рассмотрим алгоритм построения 

сплайна степени 2 дефекта 1, используя 

общие подходы к построению полиноми-

альных сплайнов, изложенные в работах 

[2‒12]. 

В начале на отрезке ],[ ba  зададим раз-

биение 

bxxxa N  ...: 21 , (1) 

где N  ‒ число узлов точек. 

Следуя [2], введем в рассмотрение 

функцию )(1,2 xW , которую будем называть 

сплайном степени 2 дефекта 1 с узлами на 

сетке   и которая характеризуется тем, 

что на каждом из отрезков ],[ 1ii xx  функ-

ция )(1,2 xW  является многочленом сте- 

пени 2, т.е. 
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и при этом 

],[)( 1

1,2 baCx W , (3) 

где ],[1 baC  ‒ множество один раз непре-

рывно дифференцируемых на отрезке ],[ ba  

функций. 

Согласно (2) сплайн )(1,2 xW  однозначно 

определяется коэффициентами )(ia , общее 

количество которых 

33)1(3  NNNa . (4) 

Введем обозначения для производных от 

сплайн-функции 
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Рассмотрим узлы с координатами 

1,2,  Njx j , являющимися местами 

«склейки» соседних квадратных трехчленов. 

Условие непрерывности сплайна (3) в 

данных точках задают 

42)2(2огр  NNN  (6) 

ограничительных линейных равенств 
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Таким образом, число степеней свободы 

сплайна )(1,2 xW  с учетом (4) и (6) равно 

,1)42()33(

огр





NNN

NNN as (8) 

Удобным является задание сплайна 

)(1,2 xW  совокупностью коэффициентов его 

многочленов 

2,1,0,1,1,)(  Nia i , (9) 

которые сведем в векторы-столбцы 

.2,1,0

,)1,1,( )(



 

Ti NiaA (10) 

Общее количество коэффициентов 

2,1,0,1,1,)(  Nia i
 в итоге равно 

)1(3  NNa , что на 

42)1()1(3 



NNN

NN sa (11) 

превышает число степеней свободы сплайна. 
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С целью уменьшения числа параметров, 

определяющих сплайн, введем в рассмотре-

ние вектор столбец 

T

k NkP )2,1,( P , (12) 

имеющий компоненты 
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и вектор-столбец 

T

k Nk )1,1,(  QQ , (14) 

имеющий компоненты 
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Отметим, что вектор P  имеет на )1( N  

больше параметров, чем степеней свободы 

сплайна, а число компонентов вектора Q  

точно соответствует числу степеней свобо-

ды  сплайна, равному ( )1N . 

Векторы 2,1,0, A  коэффициентов 

локальных многочленов сплайна зависят от 

векторов P  и.Q . 

Соотношения связи между 

векторами A  и P

Для узловых точек сплайна введем обо-

значения 
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Для отрезка ],[ 1ii xx  с учетом (2) и (5) 

запишем 
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Решив систему (17) относительно 
)(
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Соотношения (18) с учетом (10) и (12) 

запишем в матричной форме 

2,1,0,   PLA , (19) 

где использованы матрицы 
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формируемые по следующему алгоритму: 

 вначале обнуляются все элементы

матриц 2,1,0, L  
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 затем задаются ненулевые элементы

матриц L : 
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Задание сплайна вектором P  автомати-

чески обеспечивает условие «гладкости» 

сплайна до первой производной включи-

тельно. 
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Соотношения связи между 

векторами A  и Q

Запишем условия гладкости (7) для пер-

вой производной сплайна в точках 

1,2,  Nixi , используя (5) 
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С учетом (18) система (25) принимает 
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Добавим к системе линейных уравнений 

(26) два очевидных тождества 
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и после ряда преобразований приведем по-

лученную систему к виду 
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Представим систему уравнений (28) в 

матричной форме 

DQB Ω . (29) 

При этом компоненты матриц B  и D
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и 
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являются нулевыми: 
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за исключением тех из них, которые опре-
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Введенный в матричное уравнение (29) 

вектор 

T

k Nk ),1,( Ω (36) 

имеет согласно (28) следующие компоненты 
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Умножим равенство (29) на матрицу 

,1B  обратную к B  

DQB 1Ω . (38) 

Введем в рассмотрение матрицу 

|,|1.,1,,1,|| ,  NjNiC jiC (39) 

определяемую векторным произведением 

DBC 1 . (40) 

С учетом (40) матричное выражение (38) 

принимает вид 

CQΩ . (41) 

В соответствии с формулами (18) на ос-

нове равенства (41) выразим векторы 

2,1,0, A  через вектор Q  посредством 

матричных равенств 
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Здесь введены матрицы 
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Компоненты матрицы 1C  определяем с 

учетом (36), (37) и (41) соотношениями 
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Выражения для определения компонен-

тов матрицы 2C  построим на основе соот-

ношений (18), выполняя при этом два шага. 
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а затем компоненты матрицы 2C  доопреде-

лим соотношениями 
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
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ДВУМЕРНЫЙ СПЛАЙН ВТОРОЙ 

СТЕПЕНИ ДЕФЕКТА 1 

Общая характеристика сплайна 

Рассмотрим методику построения сплай-

на второй степени двух переменных на пря-

моугольной сетке. 

Ограничимся областью задания в форме 

прямоугольника (рис. 1) 

],[],[ dcba  , (48) 

с прямоугольной сеткой линий на нем 

yx  , (49) 

где 









....:

,...:

21

21

dyyyc

bxxxa

My

Nx (50) 

Сетка   расчленяет (рис. 1) область 

на прямоугольные ячейки 







 

.1,1,1,1

],,[],[ 11,

MjNi

yyxx jjiiji (51) 

1ix

ix

Nx

X

Y
1x

Myjy 1jy1y

),( ji yx

][ , ji

Рис. 1. Сетка узлов 

MjNiyx ji ,1,,1),,(   и ячейки 

1,1,1,1,,  MjNiji          

на прямоугольной области задания 

сплайна ],[],[ dcba Ω  

Следуя [1], через ][1,1 C  обозначено мно-

жество непрерывных на   функций ),( yxf ,

имеющих непрерывные частные и смешанные 

производные 1,1),,(,  sryxfD sr . 

Согласно [1] функция ),(1,1,2,2 yxW  назы-

вается сплайном двух переменных степени 2 

дефекта 1 по x  и степени 2 дефекта 1 по y  

с линиями склейки на сетке   в том случае, 

если она удовлетворяет двум условиям: 

Условие 1. В каждой ячейке ji,  функ-

ция ),(1,1,2,2 yxW  является многочленом сте-

пени 2 по x  и степени 2 по y , т.е. 
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Условие 2. 

][),( 1,1

1,1,2,2 CyxW . (53) 

Множество сплайнов, удовлетворяющих 

данному определению, согласно [1] обозна-

чается через )(1,1,2,2 W . 

Следуя работе [1], считаем, что про-

странство сплайнов двух переменных 

)(1,1,2,2 W  совпадает с тензорным произве-

дением двух пространств сплайнов одной 

переменной )(1,2 xW   и )(1,2 yW  : 

)()()( 1,21,21,1,2,2 yx WWW  . (54) 

В нашем случае пространства одномер-

ных сплайнов )(1,2 xW   и )(1,2 yW   имеют 

размерности 1N  и 1M  соответственно, 

а значит, размерность пространства 

)(1,1,2,2 W  будет равна )1()1(  MN . 

АЛГОРИТМ ПОСТРОЕНИЯ 

ДВУМЕРНОГО СПЛАЙНА  

ВТОРОЙ СТЕПЕНИ 

Строящийся сплайн задавался прямо-

угольной матрицей Q  обобщенных пара-

метров сплайна, имеющей размерность 

)1()1(  MN  

1,1,1,1,,  MjNiq jiQ (55) 

и заполняемой по схеме, представленной на 

рис. 2. 
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Рис. 2. Матрица обобщенных параметров 

сплайна второй степени 

Элементами матрицы Q  (рис. 2) явля-

ются значения сплайна во всех узловых 

точках сетки и некоторые из частных и 

смешанных производных в контурных точ-

ках 


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yxW
W
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ji

(56) 

где i  и j  ‒ нижние индексы, определяющие 

координаты рассматриваемой узловой точ-

ки ),( ji yx ;   и   ‒ верхние индексы, за-

дающие порядок производных от сплайна 

соответственно по координатам x  и y . 

Для восстановления сплайна по элемен-

там матрицы Q  вначале рассматривались 

одномерные сетки узлов Nixix ,1,:   в 

отдельности для каждой из координатных 

линий Mjyy j ,1const,   (рис. 1). 

Для всех координатных линий 

Mjyy j ,1const,  (рис. 1) в соответ-

ствии с (49) и (50) сетки узлов 

Nixix ,1,:   одинаковы, и поэтому бы-

ли введены для них дифференцирующие 

матрицы )(x

C , имеющие размерность 

)1(  NN  









 



,2,1,0

,1,1,,1,),(

,

)( NjNiC x

ji

xC
(57) 

аналогичные по выполняемым действиям и 

внутренней структуре матрицам 

2,1,0, C , введенным ранее соотноше-

ниями (43)‒(47). 

Верхний индекс x  в матрицах 

2,1,0,)( 

xC  указывает на то, что данные 

матрицы строятся на сетке узлов, отложен-

ных вдоль оси X . 

Далее введены в рассмотрение матрицы 

2,1,0, Q , имеющие размерность 

)1(  MN









 



.2,1,0

,1,1,,1,)(

, MjNiq jiQ
(58) 



63В .  П .  Павлов  ● ОПИСАНИЕ ГЕОМЕТРИИ НАРУЖНОЙ ПОВЕРХНОСТИ ПЕРА РАБОЧЕЙ ЛОПАТКИ… 

Развернутая форма матриц Q  пред-

ставлена на рис. 3. 

Матрицы 2,1,0, Q  определяются 

матричным произведением 

 .2,1,0,)(   QCQ x  (59) 

Затем рассмотрены сетки узлов 

Mkyky ,1,:  вдоль координатных ли-

ний Nixx i ,1const,   (рис. 1) и по ним 

строились матрицы 2,1,0,)( 

yC , имею-

щие размерность )1(  MM









 



.2,1,0

||,1,1,,1,|| ),(

,

)( MjMkC jk

yC
(60) 

Матрицы 2,1,0,)y( C  аналогичны по 

структуре матрицам 2,1,0,)x( C , но 

предназначены они для матричной опера-
ции дифференцирования вдоль координат-

ной оси y . 

Матрицы 2,1,0,)x( C  и 

2,1,0,)( 

yC  строятся по формулам, по-

добным (43)‒(47). 
Затем введены в рассмотрение матрицы 

2,1,0,2,1,0,, Q , имеющие раз-

мерность MN 








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

.2,1,0,2,1,0

,,1,,1,),(

,, MjNiq jiQ
(61) 

Элементы матриц 2,1,0,,, Q  

определяются по формулам 
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(62) 

Развернутая форма матриц ,Q пред-

ставлена на рис. 4. 

Матрицы ,Q  определяются матричным 

выражением 







 

.2,1,0,2,1,0

,)()( )()()(

,

TyxTy CQCCQQ
(63) 

На следующем этапе введены в рассмот-

рение матрицы 2,1,0,2,1,0,, A , 

имеющие размерность )1()1(  MN , и 

составленные из  коэффициентов локальных 

полиномов (52) сплайн-функции ),(1,1,2,2 yxW  
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Рис. 3. Матрица из частных и смешанных 

производных степени 2,1,0   

по координате x  от сплайна  

в узловых точках 
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Рис. 4. Структура матрицы 

2,1,0,2,1,0,, Q

Для определения компонент матриц ,A

выражения (52) подставлены в (62), 
и для узловых точек с координатами 

1M,...,1j,1N,...,1i),y,x( ji 
получе-

но 
















 

.1,1,1,1

,2,1,0,2,1,0

,!! ),(

,

),(

,

MjNi

aW jiji

(65) 

С учетом (62) из (65) получены соотно-
шения 
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которые однозначно определяют через ком-

поненты матриц 2,1,0,2,1,0,, A  

все коэффициенты полиномов (52). 

Для определения производных от рас-

сматриваемой сплайн-функции в произ-

вольной точке с координатами ),( yx  
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(67) 

необходимо установить ячейку mn, , со-

держащую рассматриваемую точку. 

Фактически это выражается в определе-

нии значений индексов n  и m  по функциям 

),(ˆ),(ˆ ymmxnn   (68) 

где 
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При известных n  и m  значения иско-

мых производных ),(),( yxW rs  в заданной 

точке ),( yx  определятся формулой 
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или на основе компонент матриц ,Q  в не-

сколько иной форме 
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Формулы (70) и (71) применимы при 

условии, что известны числовые значения 

всех компонент матрицы обобщенных па-

раметров сплайна Q . 

При решении двумерных задач механи-

ки, как правило, матрица Q  не известна и ее 

рассматривают как искомое решение. 

Алгоритм определения матрицы Q

Вначале из элементов матрицы Q  фор-

мируется вектор обобщенных параметров 

сплайна P  

 Tk MNkp )1)(1(,1, P , 
(72) 

воспользовавшись следующими соотноше-

ниями связи 
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Затем вводятся в рассмотрение прямо-

угольные матрицы ji,E , имеющие размер-

ность )1()1(  MN  
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где 
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На основе матриц ji,E  с учетом (55) за-

писывается 
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Подстановкой (76) в (63) получается 
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N
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j
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Введем в рассмотрение прямоугольные 

MN   – матрицы 














 



,1,1,1,1

,2,1,0,2,1,0

,||,1,,1,|| ),,,(

,

),(

,

MjNi

MrNsb ji

rs

jiB

(78) 

определяемые матричными выражениями 














 

.1,1,1,1

,2,1,0,2,1,0

,)( )(

,

)(),(

,

MjNi

Ty

ji

xji CECB
(79) 

С учетом (79) выражение (77) принимает 

вид 














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









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1

1

1

1

,
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N

i

M

j

ji

ji qBQ

(80) 

Матрицы 2,1,0,2,1,0,, Q  

развертываются в векторы ,T , имеющие 

размерность NM













 



,2,1,0

,2,1,0

,),...,1,( ),(

,

T

k NMktT

(81) 

при следующих условиях соответствия эле-

ментов матриц ,Q
 и векторов ,T

: 













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
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,

),(

MjNi

jMik

qt jik

(82) 

Затем формируются прямоугольные мат-

рицы размерностью )]1)(1[(  MNNM  




















 


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,,

MNl
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(83) 

Компоненты матриц ,D определяются 

выражениями: 

















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bd ji
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(84) 

В итоге соотношения связи между ком-

понентами матриц ,Q  и Q , выражаемые 

соотношениями (63), заменяются матрич-
ными равенствами 












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.2,1,0

,2,1,0

,,, PDT

 (85) 

Для определения значений сплайна и 
производных от него в произвольной точке 

с координатами ),( yx  из области определе-

ния   вводятся в рассмотрение векторы 

размерностью NM  












,,1,,1

,),1,( ),(

,

MjNi

NMkf Tji

kjiF
(86) 

с компонентами 














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С использованием векторов ji,F  записы-

вается 












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ji

T
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(88) 

В итоге мы получили в виде (88) выра-
жения согласно (62) для вычисления произ-
водных сплайн-функции в узлах сплайна. 
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АППРОКСИМАЦИЯ НАРУЖНОЙ 

ПОВЕРХНОСТИ ПЕРЬЕВОЙ ЧАСТИ 

ЛОПАТКИ КОМПРЕССОРА 

Поверхность лопатки задана координа-

тами точек на «спинке» и «корытце» про-

филей для девяти сечений с радиусами 

9,1, nRn . (89) 

Профиль «спинки» задан координатами 

ее точек ))(с())(с( , n

i

n

i yx : 

9,1,,1,, )с())(с())(с(  nNiyx n

n

i

n

i  (90) 

где i  − порядковый номер точки «спинки» 

для профиля, имеющего номер n ; )с(

nN  − 

число заданных точек на «спинке» профиля, 

имеющего номер n . 

Профиль «корытца» задан координатами 

его точек ))(к())(к( , n

i

n

i yx : 

9,1,,1,, )к())(к())(к(  nNiyx n

n

i

n

i , (91)

где i  − порядковый номер точки «корытца» 

для профиля с номером n ; )к(

nN  − число за-

данных точек на «корытце» профиля с но-

мером n . 

При задании контуров сечений лопатки 

на чертежах указывается, что кромки лопат-

ки должны скругляться на входе и выходе 

рабочего колеса радиусами 1R . 

Профили заданы в координатной систе-

ме ллYX , специально создаваемой для зада-

ние координат точек профилей сечений 

(рис. 5). 

Рис. 5. Заданные профили лопатки 

для трех сечений 

На рис. 5 точками показаны профили 

трех сечений лопатки при м185,0R , 

м280,0R  и м375,0R . На рис. 5 видно, 

что входные и выходные кромки профилей 

при таком их задании не определены. 

Для полного заданных профилей были 

сформирование передние и задние сопряга-

ющие кромки по заданным радиусам 

мм260,01 R . При их построении решалась 

задача плавной состыковки различных 

участков профилей. Достроенные базовые 

девять профилей показаны на рис. 6. 

Рис. 6. Аксонометрическое изображение 

поверхности пера лопатки компрессора 

при базовой сетке узлов 

На основе координат точек достроенных 

профилей определены двумерные сплайны 

отдельно для трех декартовых координат 

zyx ,,  точек наружной поверхности пера 

лопатки: 
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Данные сплайны позволяют определять 

наружные контуры поперечного сечения 

пера лопатки для любого радиуса. В каче-

стве примера на рис. 7 показано аксономет-

рическое изображение наружной поверхно-

сти перьевой части компрессорной лопатки, 

выполненное на основе сплайновой аппрок-

симации с применением расширенной сетки 

узлов, обеспечивающей информацию о два-

дцати одном поперечном сечении лопатки: 

Рис. 7. Аксонометрическое изображение 

поверхности пера лопатки компрессора 

при расширенной сетке узлов, 

построенное на основе сплайнов 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

1. Предложена методика построения рас-

четных соотношений одномерного сплайна 

второй степени дефекта 1. Разработан алго-

ритм формирования в матричной форме 

всех необходимых соотношений и уравне-

ний, обеспечивающих практическую реали-

зацию построения одномерного сплайна 

второй степени дефекта 1 на современных 

вычислительных машинах. 

2. Предложена методика построения

расчетных соотношений двумерного сплай-

на второй степени дефекта 1. Разработан 

алгоритм формирования в матричной форме 

всех необходимых соотношений и уравне-

ний, обеспечивающих практическую реали-

зацию построения двумерного сплайна вто-

рой степени дефекта 1 на современных вы-

числительных машинах. 

3. Построена математическая модель

наружной поверхности перьевой части ра-

бочей лопатки осевого компрессора ГТД на 

основе двумерного сплайна второй степени 

дефекта 1, позволяющая определить коор-

динаты любой точки наружной поверхности 

рабочей лопатки компрессора. Показаны 

возможности данного сплайна при аксоно-

метрическом изображении наружной по-

верхности рабочей лопатки компрессора. 

4. Предлагается данную методику при-

менить для математического описания 

внутренней геометрии слоистых лопаток 

ГТД, представителями которых являются 

лопатки, изготовляемые из слоистых компо-

зиционных материалов. 

5. Дальнейшие исследования планирует-

ся продолжить в направлении применения 

двумерных сплайнов степени 2 дефекта 1 

для описания схемы укладки армирующих 

слоев в рабочих и статорных лопаток осево-

го компрессора ГТД, изготовляемых из 

композиционных материалов. Построенная 

на основе сплайнов математическая модель 

структуры слоистой композиционной ло-

патки позволит построить более совершен-

ные методики ее численного расчета на 

прочность, жесткость и колебания, учиты-

вающие особенности напряженно-деформи- 

рованного состояния в каждом из слоев 

композита. 
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ometry; splines; mathematical modeling. 
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