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В РЕЗОНАНСНЫХ СЛУЧАЯХ 
 

Исследуется математическая модель динамической системы, которая описывается неав-
тономными квазилинейными дифференциальными уравнениями. Предполагается, что 
между частотами собственных колебаний системы и частотами возмущающих сил имеют 
место соотношения с рациональными коэффициентами. Для исследования таких систем 
применяются интегральные многообразия в специальной форме. Указывается способ вы-
бора полиномиально независимых интегралов порождающей системы в резонансных 
случаях.  Квазилинейная система ; интегральное многообразие ; резонанс ; полиномиаль-
ные интегралы  

 

 
 
Рассматриваются неавтономные квазили-

нейные системы. Предполагается, что характе-
ристическое уравнение порождающей системы 
имеет l нулевых, 2p чисто мнимых корней и 2m 
комплексных корней с отрицательными вещест-
венными частями, причем кратным корням со-
ответствуют простые элементарные делители. 
Предполагается также, что между частотами 
собственных колебаний системы и частотами 
возмущающих  сил имеют место соотношения с 
рациональными коэффициентами. Для исследо-
вания таких систем применяются интегральные 
многообразия в специальной форме [1]. При 
этом исследование исходной системы порядка n 
сводится с помощью уравнений интегрального 
многообразия к исследованию вспомогательной 
автономной системы порядка N. Число N опре-
деляется количеством полиномиально незави-
симых алгебраических интегралов  порождаю-
щей системы. Указывается способ выбора по-
линомиально независимых интегралов. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть математическая модель движения ди-
намической системы описывается неавтоном-
ными квазилинейными дифференциальными 
уравнениями вида 

 ( ) ( ) K+ε+ε+= XtFXtFJX
dt

dX
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  Контактная информация: (347)273-77-35 

где X = {x1,…,xn} – n-мерный вектор, ε > 0 – ма-
лый параметр, J – диагональная матрица с соб-
ственными числами λ1,…,λn; проекции  
вектор-функции Fj(t,X) являются полиномами 
относительно проекций вектора X с коэффици-
ентами, квазипериодически зависящими от t 
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Здесь суммы являются конечными, векторы 

( )XF h
js

)(  – полиномами; vh > 0 (h = 1, 2,…,σ) – 

несоизмеримыми  между собой числами. 
Предполагается, что собственные числа 

λ1,…,λn матрицы J допускают представление  
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т. е. считается, что характеристическое уравне-
ние системы  

JX
dt

dX =                               (4) 

имеет l нулевых, 2p чисто мнимых корней и 2m 
комплексных корней с отрицательными вещест-
венными частями, так что n = l + 2p +2m. Пусть 
числа ω1,…, ωp и v1,…, vσ удовлетворяют усло-
вию 
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    01111 =ν++ν+ω++ω σσ++ pppp kkkk KK ,  (5) 

где ki – целые числа. 
Далее исследуется устойчивость нулевого 

решения системы (1) при наличии резонансных 
соотношений вида (5). Для исследования устой-
чивости решения системы (1) применяются ин-
тегральные многообразия в специальной форме 
[1]. При этом исследование исходной системы 
(1) порядка n сводится с помощью уравнений 
интегрального многообразия к исследованию 
вспомогательной системы порядка N. Число N 
определяется количеством полиномиально не-
зависимых алгебраических интегралов порож-
дающей системы (4). 

2. ПОСТРОЕНИЕ 
 ИНТЕГРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

Наряду с системой (1) рассмотрим вспомо-
гательную систему порядка N  

 ( ) ( ) K+ζε+ζε=ζ
2

2
1 GG

dt

d
. (6) 

Ищем уравнение интегральных многообра-
зий системы (1) и (6) в форме  

( ) ( ) ( ) K+Φε+Φε+=ζ XtXtXtV ,,, 2
2

1 . (7) 

Для определения вектор-функций V(t, X), 
Gk(ζ), Фk(t, X) дифференцируем соотношение (7) 
по t  в силу уравнений (1) и (6). Затем, исключая 
из результата дифференцирования вектор ζ с 
помощью равенств (4) и приравнивая коэффи-
циенты при одинаковых степенях ε, получим 
уравнения с частными производными 
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вестная вектор-функция при известных  
G1(t, X),…,Gk-1(t, X) и V(t, X), Ф1(t, X),…, Фk-1(t, 
X) (F1, …,Fk – известные векторы (1)). Из урав-
нения (8) вытекает, что интегралы порождаю-
щей системы  (4) при ε = 0 являются проекция-
ми вектора V(t, X). При этом интегралы следует 
взять такие, чтобы с помощью выбора вектора 
Gk(V) можно было найти решение Фk(t, X) сис-
темы (8). Допустим, что в качестве проекций 
вектора  V(t, X)  выбраны полиномиально неза-
висимые интегралы V1, …,Vn системы (4), через 
которые все интегралы выражаются полиноми-

ально. Тогда вектор Gk(V) будет полиномиаль-
ный относительно V1, …,Vn, а проекции вектора 
Фk(t, X) будут полиномами относительно x1,…,xn 
с коэффициентами, квазипериодически завися-
щими от t (аналогично свойствам векторов Fj(t, 
X) (2)). Итак, при указанном выборе проекция 
вектора V(t, X), векторы Gk(V) и Фk(t, X) после-
довательно определяются из уравнения (9) с от-
меченными выше свойствами, тем самым стро-
ятся система (6) и уравнение (7). При этом по-
рядок вспомогательной системы (6) зависит от 
числа полиномиально независимых интегралов 
системы (4). Число последних в свою очередь 
зависит от свойств характеристических чисел 
λ1,…,λn матрицы J и соотношений вида (5). Та-
ким образом, важно указать способ выбора про-
екций вектора V(t, X). Переходя к этому вопро-
су, отметим, что выбор V(t, X) неоднозначен. 

3. НАХОЖДЕНИЕ  
ПОЛИНОМИАЛЬНО НЕЗАВИСИМЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ИНТЕГРАЛОВ  
ПОРОЖДАЮЩЕЙ СИСТЕМЫ 

Предварительно рассмотрим p + σ-мерный 
вектор K, проекции k1,…,kp+σ которого пред-
ставляют собой коэффициенты равенства (5). 
Затем введем 2p + σ-мерный вектор M = 
= {m1,…,m2p+σ}, где его проекции определяются 
через проекции вектора K следующим образом: 
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Тогда, учитывая  соотношения (5) и (10), 
имеем, что функция 

 ( )tmmixxV pp
m

pl
m
l

p

σσ++++ ν+ν= 211221 exp21 KL , (11) 

соответствующая вектору M, является интегра-
лом порождающей системы (4). Функции  вида 

 ll xVxV == ,,11 K ,    (12) 

и 

 ),,1;( pplxxV ll K=α+=ν= α+να+α+  (13) 

с учетом (3) будут также интегралами порож-

дающей системы (4). Обозначим через °
αM  век-
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Пусть {K} – множество всех отличных от 
нуля векторов K, для которых справедливы ра-
венства (5), и пусть r – размерность этого мно-
жества. Тогда найдется такая система r линейно 
независимых векторов Kγ (γ = 1,…,r) из {K}, в 
которой наибольший делитель целочисленных 
проекций каждого из векторов равен I. При этом 
любой вектор K ∈ {K}  может быть единствен-
ным образом представлен через K1,…,Kr  в виде 
линейных комбинаций 

 ( )K,2,1,0
1

±±== γ
=γ

γγ∑ cKcK
r

. (15) 

Обозначая проекции вектора Kγ через kγ1, …, 
kγ p+σ, можно написать равенства  

,01111 =ν++ν+ω++ω σσ+γ+γγγ pppp kkkk KK   (16) 

и выражения 
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для проекций вектора K, вытекающие из соот-
ношений (15). Введем в рассмотрение 2p+σ-
мерные векторы Mγ и Mγ

* соответственно с про-
екциями mγ1, …, mγ 2p+σ и m*

γ1, …, m*
γ 2p+σ, со-

ставленными из проекций kγ1, …, kγ 2p+σ вектора 
K аналогично правилу (10), а именно: 
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Из равенств (16) и (18) следует, что функции 
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соответствующие векторам Mγ и Mγ
* являются 

интегралами порождающей системы (4). При-
нимая во внимание соотношения (13), (18), (19), 
находим, что существуют зависимости 

 ( )rVVVV pk

pl

k

lr ,,11

1 KL =γ= γγ
++γ++νγ+ν ,   (20)  

где kγ1, …, kγ p – коэффициенты в равенстве (16). 
Пусть {M} – совокупность векторов M = 

= {m1, …, m2p+σ }, где его проекции образуются 
из проекций вектора K ∈ {K} согласно правилу 

(10). Любой вектор M ∈ {M} можно выразить с 

помощью введенных векторов *,, γγα MMM o .  

Принимая во внимание соотношения (10), 
(17), (18), найдем для вектора M ∈ {M} выра-
жение 
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Здесь cγ – коэффициенты в равенстве (15); 

γ
~

M  – векторы вида 
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Таким образом, интеграл (11) порождающей 
системы (4), соответствующий вектору M ∈ 
∈{ M}, выражается в виде 

 rc
r

c VVV
~~ 1

1 L= ,  (23)  

где γV
~

 – интеграл, принимающий значения: 
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где γ++νγ+ν rVV ,  – функции (19). 

4. ИССЛЕДОВАНИЕ  
УСТОЙЧИВОСТИ РЕШЕНИЙ 

Итак, учитывая соотношение (23), приходим 
к выводу о том, что любой интеграл системы 
(4), полиномиальный относительно x1, …,xl+2p и 
квазипериодически зависящий от t, выражается 
через систему l+p+2r функций (12), (13) и (19). 
Здесь указанный интеграл выражается полино-
миально через эти l+p+2r функций. Тогда, при-
нимая функции (12), (13), (19) в качестве проек-
ции вектора V(t, X), с помощью уравнения (7) 
приходим к вспомогательной системе (6) поряд-
ка l+p+2, где переменные ζ1,…, ζl+2p+2r связаны 
соотношениями 
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вытекающими из тождеств (20). Так как ζv+γ и 
ζv+r+γ комплексно-сопряженные переменные, то, 
полагая 

 ( )
,

~~
;

~~
,,1;,,1

~
;

~

γ++νγ+νγ++νγ++νγ+νγ+ν

α+α+

ζ−ζ=ζζ+ζ=ζ

=α=
ζ=ζζ=ζ

rrr

llss

ii

pls KK (26)  

получим соотношения (25) в форме 
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Заменяя проекции вектора ζ в уравнении (6) 
согласно формуле (26) и исключая переменные 

γ++νζ r

~
 с помощью соотношений (27), приходим 

окончательно к системе порядка  l+p+r 
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Здесь { }rpl ++ζζ=ζ ~
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вектор-функция, проекции которого являются 
непрерывными функциями от переменных 

rpl ++ζζ ~
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Теорема 1. Если устойчиво (неустойчиво) 
нулевое решение системы (28), то устойчиво 
(неустойчиво) нулевое решение системы (1) при 
достаточно малых значениях ε > 0. 

Доказательство. Пусть нулевое решение 
системы (28) устойчиво (неустойчиво). Тогда на 
основании равенств (25–27) вытекает устойчи-
вость (неустойчивость) нулевого решения сис-
темы (6). Согласно уравнению интегрального 
многообразия (7) систем (1) и (6) следует устой-
чивость (неустойчивость) нулевого решения 
системы (1). Теорема доказана. 

Исследование стационарных режимов в сис-
теме (1) приводит к исследованию постоянных 
решений системы (28). Система (28) пригодна 
для исследования устойчивости нулевого реше-
ния системы (1). 

5. ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ 
ГИРОМАЯТНИКА ПРИ ВИБРАЦИИ  

ОСНОВАНИЯ С ПОМОЩЬЮ  
ИНТЕГРАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЙ 

Для составления уравнений движения гиро-
маятника выберем систему координат Oξηξ, 
начало которой совпадает с точкой опоры, при-
чем ось ζ направлена по вертикали, а оси ξ, η  
находятся в горизонтальной плоскости. С внут-
ренней рамкой (кожухом) свяжем оси Резаля 
Oxyz. При этом ось z направим по оси собствен-
ного вращения гироскопа, ось y  – по оси под-

веса внутренней рамки, а ось x  – перпендику-
лярно к двум первым осям в соответствии с 
правой системой координат. Положение осей 
Резаля Oxyz относительно трехгранника Oξηξ 
определим следующим образом: углом α пово-
рота вокруг оси ξ и углом β поворота вокруг оси 
y. Обозначим через φ угол поворота ротора ги-
роскопа относительно кожуха. Считается, что 

центр тяжести гиромаятника расположен на оси 
z на расстоянии z0 от начала координат. 

Пусть основание прибора совершает вибра-
ции в вертикальном направлении по закону ζ = 
= N1cosθt, где N1 и θ – амплитуда и частота виб-
рации. Тогда нелинейные уравнения движения 
гиромаятника при вибрации основания в верти-
кальном направлении с учетом вязкого трения в 
опорах подвесов можно записать в виде 
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где  
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Здесь A0 и C – экваториальный и осевой мо-
менты инерции ротора; A1, B1, C1 – моменты 
инерции внутренней рамки относительно осей x, 
y, z; A2 – момент инерции наружной рамки отно-
сительно оси ξ; m, P – масса и вес ротора гиро-
маятника. Переходя к безразмерному времени 
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=τ  и вводя безразмерные параметры  
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 (31) 

а также новые обозначения переменных 

 β=α= 21 , qq  (32) 

и разлагая тригонометрические функции в ряд 
Маклорена, представим систему (29) в виде 
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где используются обозначения 
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Здесь α1, α2, β1, β2 – малые расстройки час-
тот, причем в выражениях для Q1, Q2 (34) не 
учитываются нелинейные члены, коэффициен-
ты которых содержат безразмерные параметры 
µ1, µ2, χ1, χ2 (31), которые предполагаются ма-
лыми, параметры h1, h2 (31) также считаются 
малыми (слабая диссипация). В правых частях 
уравнения (33) формально вводится малый па-
раметр ε, отражающий малость членов вида 
(34). Квадраты частот собственных колебаний 
системы (33) при ε  = 0 определяются из форму-
лы 

  ( ) 21
2

2121
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2,1 4112 µµ−µ+µ+±µ+µ+=ω , (35) 

где значения параметров µ1, µ2 приведены в (31). 
Применяя вышеизложенные результаты, ис-

следуем устойчивость нулевого решения систе-
мы (33) в случае, когда между частотой собст-
венных колебаний ω1 (35) и частотой υ (31) воз-
мущающих сил имеет место соотношение вида 
(16): 

 02 1 =υ−ω . (36) 

 Предварительно, используя преобразования  
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где 
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222

2
1 , ω−µ=µ−ω= ba , (38) 

приведем систему к виду (1): 
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Здесь  
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причем 
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2
2
1 >ω−ω=ω

−
. (41) 

Величины a и b определены выше (38); 

( )2,1=kQk

)
 – функции ),,(

τ
τ

d

dq
qQk  (34), в кото-

рых переменные 
τd

dq
q k

k ,  заменены по формулам 

(37). При исследовании устойчивости нулевого 
решения системы (39) в случае равенства (36) 
интегралы порождающей системы возьмем в 
виде 

 4233211 ,, 11 xxVexVexV ii === τωτω− .  (42) 

В данном случае  вспомогательная система 
(6) будет порядка N = 3: 

 ( ) { }( )221 ,,... ςςς=ς+ςε=
τ
ς

s
s g

d

d
. (43) 

Ищем уравнение интегрального многообра-
зия системы (39) и (43) в форме (7):  

 ( ) ( )3,2,1..., =+τεϕ+=ς sxV sss . (44) 

Дифференцируя уравнения (44) по τ в силу 
систем (39) и (43) и исключая ζ согласно (44), 
придем к уравнениям вида (9), из которых опре-
делим функции gs(ζ), φs(τ, x) (s = 1, 2, 3). Окон-
чательно получим систему (43) в первом при-
ближении: 
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Переходя к вещественным переменным ξ1 и 
η1по формуле 

 112111 , η−ξ=ςη+ξ=ς ii , (47) 

систему (45) можно представить в форме 
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Стационарное решение системы (48) или 
(33) находим, приравнивая нулю правые части 
уравнений (48). Тогда получим условие сущест-
вования стационарного решения 
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42
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где 
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2
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2 η+ξ=ρ . (50) 

Условие устойчивости нулевого решения 
системы (48), а следовательно, систем (39), (33) 
и (29) принимают вид 

 02
0

2
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2
0 >−+γ NM . (51) 

ВЫВОДЫ 

Итак, указаны способы выбора полиноми-
ально независимых алгебраических интегралов 
порождающей системы (4) в случае l нулевых, 
2p чисто мнимых корней и 2m комплексных 
корней с отрицательными вещественными час-
тями при наличии r резонансных отношений 
(16). Эти интегралы используются затем при 
построении уравнения интегральных многооб-
разий. С помощью уравнений интегральных 

многообразий исследование системы (1) поряд-
ка l+2p+2m приводится к исследованию вспо-
могательной системы порядка N, причем N = 
= l+p+r. Вспомогательная система позволяет 
построить и исследовать устойчивость стацио-
нарных режимов исходной системы, а также 
изучить процесс их установления. 

Показано, что исследование устойчивости 
решений квазилинейной неавтономной системы 
дифференциальных уравнений порядка 
l+2p+2m в сложном резонансном случае можно 
свести к исследованию устойчивости вспомога-
тельной автономной системы порядка N, где N = 
= l+p+r. В качестве примера приводится иссле-
дование устойчивости гиромаятника при вибра-
ции основания с помощью интегральных мно-
гообразий. Заметим, что в частных случаях дан-
ная схема исследования устойчивости приво-
дится в работах [2–6].  
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