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Аннотация. Решается задача моделирования начального этапа электрохимической 
обработки электрод-инструментом круглой формы. Для моделирования используется 
немонотонная зависимость плотности тока от анодного потенциала, характерная для 
обработки в пассивирующих электролитах. При этом обрабатываемая поверхность 
разделяется на три участка: активного растворения, отсутствия растворения (на пада-
ющей части зависимости) и слабого растворения при малых плотностях тока. Разрабо-
тан численно-аналитический метод решения задачи с применением теории функций 
комплексного переменного, позволивший использовать для моделирования экспе-
риментальные данные. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим плоскую задачу о распреде-

лении электрического поля между круглым 

электродом-инструментом (ЭИ) и плоским 

анодом (рис. 1, а).  

Электрическое поле считается стацио-

нарным, потенциальным и соленоидальным, 

поэтому для решения задачи можно исполь-

зовать методы теории функций комплексно-

го переменного. 

Примем во внимание, что электродный 

потенциал анода зависит от плотности тока, 

т.е.  Ja  . При этом на плоскости ком-

плексного потенциала  iW  ( – элек-

трический потенциал,  – функция тока) 

областью, соответствующей межэлектрод-

ному пространству (МЭП), является криво-

линейный четырехугольник ширины U 

(напряжение на электродах) и высоты 

 I02 , где I – ток, протекающий в ячей-

ке единичной толщины, κ – электропровод-

ность электролита (рис. 1, б). 


Работа поддержана грантом РФФИ 17-07-00356. 

Аналогичные задачи с монотонной зави-

симостью  Ja  решались в [1–3] для дву-

гранного и криволинейного бесконечного 

анода, при этом требование монотонности 

(и однозначности) этой зависимости было 

существенно для предложенных методов 

решения задач. В [4–6] при решении задач с 

немонотонной зависимостью  aFJ 

применялись степенные ряды, условие схо-

димости которых существенно ограничива-

ет вид краевого условия. Вследствие этого в 

[4–6] использовалась упрощенная зависи-

мость анодного потенциала от плотности 

тока, далекая от зависимости, аппроксими-

рующей экспериментальные данные [7–9]. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Выберем в качестве области изменения 

параметрической переменной прямоуголь-

ник плоскости  (рис. 1, в). Конформное 

отображение  на физическую плоскость Z 

осуществляется функцией 

    zlRhZ 0
22

ctg , 22
0 Rhl  . (1) 
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При этом 
R
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Конформное отображение  на W долж-

но удовлетворять следующим условиям: 

– на FA и FA  



2

Im
I

W  ; 

– на FCF  UW Re ;

– на ADA   Ja  , на ADA  Ja  . (3)

Конформное отображение   UWw 

будем искать в виде суммы  

   



 1wiw , 

где первое слагаемое производит отображе-

ние прямоугольника  на прямоугольник, 

второе слагаемое используется для учета 

зависимости анодного потенциала. Отме-

тим, что  ,1w – периодическая (с перио-

дом ) в смысле ТФКП функция . Для эк-

випотенциального анода выполняется ра-

венство  IU . 

МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Некоторая аналитическая функция  f

может быть определена по краевым услови-

ям, которые представляются равенствами 

    10Im if , (4) 

 

 

    2Im if . (5) 

При условиях (4), (5) аналитическая 

внутри прямоугольника и непрерывная в его 

замыкании периодическая (с периодом ) 

функция  f  определяется при решении

задачи Шварца [10]. Это решение может 

быть получено по формуле [11] 
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где c1 – произвольная действительная по-

стоянная (для данной задачи 01c ). 

Логарифмические производные тэта-

функций  uk  вычисляются через быстро 

сходящиеся ряды [12]. 

Для выполнения условия (5) необходи-

мо, чтобы выполнялось равенство 

   duuduu 




0

2

0

1 . (7) 

Допустим, на аноде задана зависимость 

   a , (8) 

на катоде   1c . 

Для учета неравномерности поляриза-

ции представим комплексный потенциал 

 w  с помощью выражения

Рис. 1. Формы области на плоскостях:  

а – физической; б – комплексного потенциала; в – параметрической плоскости 

а б в 
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     



 fiiwr . 

Здесь  f  – функция, определяемая с

помощью интеграла Шварца (6), при этом 

функции  1  и  2  равны

      0Im1 if ,

     ifIm2 . (9) 

В силу (8) справедливы следующие условия 

    0Im ir , 

    1ImIm  ifir . (10) 

Из (9) и (10) следует  1 . 

Из условия (7) следует уравнение 

      


11

00

duduu , 

т.е.  duu







0

1
1 . (11) 

Искомыми параметрами будут значения 

мнимой части функции   mm if  0Im  в 

узловых точках 0imm  ,  nm ,...,1 .

При =0=0   0Im 0 f . Значения  fIm

в промежуточных между узловыми точках 

найдем с помощью кубического сплайна 

 S , имеющего две непрерывные произ-

водные. 

Полученные с помощью (6) значения 

 mf Re  в узловых точках 0imm   

интерполируются кубическим сплайном 

 P , дважды непрерывно дифференцируе-

мым. При этом коэффициенты сплайна яв-

ляются значениями первой производной 

 mP  . 

Величина, комплексно сопряженная без-

размерной напряженности (плотности тока) 

определяется производной 

     





2
sinSiPi

z

w

dz

dw
. (12) 

При переменном анодном потенциале 

вектор плотности тока на анодной границе 

имеет как нормальную jn, так и тангенци-

альную jt составляющие. Предполагается, 

что анодный потенциал зависит только от 

нормальной    wjnaa Re , где 

  – значение анодного потенциала при 

отсутствии тока в цепи. Рассмотрим зави-

симость, аппроксимирующую эксперимен-

тальные результаты (рис. 2) 

  
2

298,1692,0025,0 aaanj  


43

223,0965,0 aa

 
 77

5712,0

0143,0
655,0tg17,0






a

a
a , 0a . (13) 

Такая немонотонная зависимость харак-

терна для обработки в пассивирующих 

электролитах [7–9]. Согласно рис. 2 

7,0 . 

Рис. 2. График аппроксимирующей зависимости (13) 

в сравнении с результатами эксперимента  

(a в вольтах, jn – в а/см
2
)

Задача решается методом коллокаций. 

Условие (13) выполняется в дискретных 

точках 0imm  , nm ,,1 . Получен-

ная таким образом система нелинейных 

уравнений решается методом Ньютона с ре-

гулированием шага. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ

Задача решается в условно-размерных 

единицах, чтобы привести значения зависи-

мости (13) к результатам эксперимента [8, 9]. 

При этом U=4,1+   (В), R=7,5 (мм), 

h=7,8 (мм), 











dz

dw

h

U
j , 5.0



h
. 

Результаты решения приведены на 

рис. 3–8. На рис. 3, 4 показана расчетная 

конфигурация на плоскостях z и w: форма 

МЭП и конфигурация границ области, соот-

ветствующей МЭП на плоскости комплекс-

ного потенциала.  

27
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Рис. 3. Форма МЭП 

Рис. 4. Форма границ на плоскости 

комплексного потенциала 

На рис. 5 показано распределение по-

тенциала по поверхности анода. 

Рис. 5. Распределение потенциала 

по поверхности анода 

На рис. 6 показано распределение тан-

генциальной составляющей, на рис. 7 – 

полной плотности тока. На рис. 8 приведено 

распределение нормальной составляющей 

плотности тока. 

Рис. 6. Распределение тангенциальной 

составляющей плотности тока по аноду 

Рис. 7. Распределение полной плотности тока 

по поверхности анода 

Рис. 8. Распределение нормальной составляющей 

плотности тока по аноду 

На рис. 9 для сравнения приведено рас-

пределение плотности тока для эквипотен-

циального анода. Видно, что уменьшение 

локальной разности потенциалов может 

приводить к существенному уменьшению 

плотности тока вблизи точки D.  

Перераспределение тока проиллюстри-

ровано на рис. 10, где показаны величины 

тока , протекающего на участках анода 

от точки D (x=0) до точки с абсциссой x, 

отнесенного к полному току, для перемен-

ного (1) и постоянного (2) анодного по-

тенциала. Видно, что при постоянном по-

тенциале анода на расстоянии 20l0 проте-

кает более 93% тока, при переменном – 

около 83%. 
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Рис. 9. Распределение плотности тока 

по анодной поверхности  

для эквипотенциального анода 

Рис. 10. Распределение функции тока 

по анодной поверхности 

В [8, с. 347] приведена фотография по-

верхности, полученная при обработке сфе-

рическим ЭИ углеродистой стали в водном 

растворе нитрата натрия. Оптический ана-

лиз образца показал, что на его поверхности 

образовались 3 характерных зоны, находя-

щиеся в области различных значений анод-

ного потенциала и плотностей тока. Зона 1 

находится вблизи оси ЭИ, а поверхность 

катода на минимальном расстоянии от 

анодной поверхности. Плотность тока для 

зоны 1 максимальна. Состояние этой зоны 

соответствует условиям активного раство-

рения. Зона 2 соответствует области пас-

сивного состояния поверхности, о чем сви-

детельствует отсутствие на ней следов элек-

трохимического воздействия. И, наконец, 

зона 3 соответствует области слабого анод-

ного растворения. Из сопоставления зави-

симости (13) (рис. 2), кривых распределения 

плотностей тока по координате и фотогра-

фии общего вида обработанной поверхно-

сти можно предположить, что зона 2, где 

железо находилось в пассивном состоянии и 

отсутствовало растворение, соответствует 

падающей части зависимости (13).  

Для анализа вычислительных погрешно-

стей применялась численная фильтрация 

[13–15] зависимостей десятичного логариф-

ма оценок погрешностей (с обратным зна-

ком) от десятичного логарифма числа точек 

колллокаций n (рис. 7, n=10, 20, 40, …, 640), 

основанная на многокомпонентном анализе 

этих зависимостей и поочередном исключе-

нии компонент погрешности. На рис. 11, 12 

цифрой 0 обозначены оценки результатов 

вычислений, цифрой 1 – результаты филь-

трации. В результате оценок выяснено, что 

относительная погрешность вычисленного 

значения потенциала при n=640 имеет зна-

чение около 10
13

, плотности тока – 10
12

.

Рис. 11. Оценка относительной погрешности 

потенциала в точке D 

Рис. 12. Оценка относительной погрешности 

плотности тока в точке D 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе предложен численно-

аналитический метод и решена задача о 

распределении электрического поля и поля 

токов между круглым электродом-инстру- 

ментом и плоским анодом в условии пере-

менности анодного потенциала с немоно-

тонной зависимостью нормальной состав-

ляющей плотности тока от анодного потен-

циала. 

Исследования показали, что перемен-

ность анодного потенциала приводит к 

уменьшению плотности тока в зоне актив-

ного растворения и вытеснению линий тока 

на периферию. 

Сравнение с натурным экспериментом 

показало качественное совпадение с полу-

ченными расчетными данными. 

29
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