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Для анализа вероятностных характеристик случайных процессов, обладающих
эргодическим свойством, построена математическая модель, учитывающая дис-
кретность процессов измерений, имеющих место при использовании цифровой
техники. Получены характеристики случайных процессов и оценки их погреш-
ностей. Эргодический случайный процесс ; вероятностные характеристики ;

дискретные измерения

ВВЕДЕНИЕ

Эргодические случайные процессы позво-
ляют находить свои вероятностные характе-
ристики по одной реализации, поэтому эта
модель получила широкое распространение в
теории измерений.
Эргодическое свойство случайных процес-

сов заключается в том, что осреднение по вре-
мени эквивалентно осреднению по параметру
измерения при большой длительности реали-
зации.
При статических измерениях значитель-

ную роль играет оценка погрешности, по-
скольку пренебрежение погрешностями или
их некорректный учет приводят к серьезным
ошибкам и неправильным решениям. Поэто-
му задача повышения точности при исследо-
вании вероятностных характеристик случай-
ных процессов в настоящее время является
весьма актуальной.
Общепринятая теория погрешности осно-

вывается на элементарном подходе к опреде-
лению погрешностей и упрощенных моделях,
которые сложились исторически. Сущность
этого подхода заключается в том, что каж-
дый фактор, влияющий на результат изме-
рения, учитывается своей элементарной мо-
делью погрешности. Так, при статистической
обработке цифровых измерений случайных
процессов отдельно учитываются погрешно-
сти квантования по уровню и дискретиза-
ции во времени показаний, ограниченности
объема выборки и длины реализации, спо-
соба восстановления сигнала между отсчета-
ми. По ним отдельно выбираются апертура
квантования по уровню и шаг дискретизации
во времени, объем выборки и длина реализа-
ции. Для оценки погрешности измерения ве-

роятностных характеристик случайных про-
цессов оценки элементарных погрешностей
суммируются. При этом они считаются или
функционально связанными, или полностью
независимыми. Найти их априорную корре-
ляцию между собой практически невозмож-
но. Поэтому элементарный подход к опреде-
лению погрешностей обладает малой досто-
верностью. Это объясняется тем, что каж-
дая элементарная погрешность в нарушение
единства измерений находится своим мето-
дом, на основе своей математической модели
и не учитывает влияние остальных факторов.
Расширить возможности указанного выше

элементарного подхода можно за счет ком-
плексного учета основных факторов, влия-
ющих на точность статистических измере-
ний: погрешности отсчетов, алгоритмов вос-
становления сигналов между отсчетами, шага
дискретизации, объема выборки и длины реа-
лизации. Идея комплексного подхода заклю-
чается в том, чтобы рассматривать погреш-
ность измерений как единое и неделимое це-
лое, трансформирующееся с изменением ре-
жимов измерений, условий эксплуатации и
других факторов [1] и определять их вероят-
ностные характеристики на основе изучения
реализаций самих процессов.
Ранее были изучены процессы непрерыв-

ного измерения [2], которые характерны для
аналоговых устройств. В связи с широким ис-
пользованием цифровой техники и компью-
теров для анализа результатов измерений,
возникает необходимость исследования вли-
яния дискретизации на результат измерений.
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1. ВЕРОЯТНОСТНЫЕХАРАКТЕРИСТИКИ
СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ

Рассмотрим функцию
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В силу свойств эргодичности (без учета
погрешности измерения)
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где �— номер измерения,
 — количество из-
мерений.
Плотность вероятности
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Функция распределения вероятностей
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Математическое ожидание
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Дисперсия
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Дисперсия дисперсии
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2. УЧЕТ ПОГРЕШНОСТИИЗМЕРЕНИЯ

Пусть известна (измерена заранее) плот-
ность вероятности погрешности � ���, где
� � �"� � " — погрешность измерения (сим-
волом �"� обозначается измеряемое значение
искомого параметра ", т. е. �"� � "��).
Погрешности измерений в разные момен-

ты времени считаются независимыми случай-
ными величинами.
Пусть также задана выборка �"�� �

� �" �	���. Тогда вероятность попадания "�	�
в диапазон с учетом погрешности измерения
определяется как математическое ожидание
вероятности ��� . �� .�
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Математическое ожидание плотности ве-
роятности
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Математическое ожидание распределения
вероятности
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Дисперсия плотности вероятности равна
бесконечности, поскольку в подынтеграль-
ную функцию входит квадрат Æ-функции.
Дисперсия распределения вероятности в

силу (1) равна
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3. ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ
С УЧЕТОМПОГРЕШНОСТИИЗМЕРЕНИЯ

Полученную функцию плотности апосте-
риорной вероятности используем для получе-
ния статистических характеристик измеряе-
мого сигнала.
Математическое ожидание� , согласно (3)
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где %� — математическое ожидание погреш-
ности.
Дисперсия в силу (2) равна
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4. АНАЛИЗПОЛУЧЕННЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

В качестве тестового примера была взята
функция  � � � =�
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Рассмотрим зависимость относительной
погрешности математического ожидания (4)
от количества отсчетов
 (рис. 1). Данную за-
висимость удобнее всего проиллюстрировать
в логарифмическоммасштабе, поэтому по оси
абсцисс будем откладывать десятичный лога-
рифм от количества отсчетов 
 , а по оси ор-
динат — десятичный логарифм относитель-
ной погрешности вычисления величины ма-
тематического ожидания ��%=��. Цифрой �
обозначена зависимость погрешности вычис-
ленных результатов, цифрами �–� показаны
результаты фильтрации численных данных,
проведенные согласно методике, описанной
в [3].

 

Рис. 1. Оценка погрешности математического
ожидания. Прямая 
 � ��
�� �

�
���

Как видно из результатов, представлен-
ных на рис. 1, при суммировании погреш-
ность округления накапливается по статисти-
ческому закону (примерно пропорционально�

), что совпадает с выводами, сделанными

в [3]. Уменьшение точности наблюдается при
5

 0 � (используются переменные типа dou-
ble).

 

Рис. 2. Результаты фильтрации зависимости
значений математического ожидания от величи-

ны диапазона измерения

Для изучения характера изменения мате-
матического ожидания при расширении диа-
пазона были проведены расчеты, результаты
которых представлены на рис. 2. По оси аб-
сцисс откладывается 5
-7����, где - — ве-
личина диапазона измерения, а по оси орди-
нат — 5
 Æ, где Æ — относительное отличие те-
кущего вычисленного значения от эталонного
предельного значения. Каждое использован-
ное значение исследуемой зависимости для
каждого - получалось в результате фильтра-
ции по
 , аналогичной рассмотренному выше
примеру (см. рис. 1).
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Как видно из рис. 2, зависимость матема-
тического ожидания от величины диапазона
- приближенно можно представить функци-
ей %� � const� . Фильтрация позволяет уточ-
нить предельное значение математического
ожидания на несколько значащих цифр.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Таким образом, эргодическое свойство
стационарных случайных процессов опреде-
ляется с использованиемплотности распреде-
ления вероятностей, а не моментных харак-
теристик. А уже через плотности распреде-
ления вероятностей оно должно распростра-
няться на моментные характеристики случай-
ных процессов. Это позволяет системно опре-
делить характеристики погрешностей алго-
ритмов дискретных измерений эргодических
случайных процессов и во взаимосвязи учесть
вклад в достоверность получаемых характе-
ристик погрешностей.
Эти идеи легли в основу разработкиинтел-

лектуальной системы для исследования веро-
ятностных характеристик случайных процес-
сов, позволяющей с требуемой точностью вы-
давать рекомендации для их инженерного ис-
пользования. В качестве методологического
стержня для решения сформулированной за-
дачи предполагается использовать комплекс-
ный подход к определению погрешностей [4].
Построенная дискретная модель измере-

ния дает возможность использовать извест-

ные методы и алгоритмы оценки погрешно-
сти дискретизации вычислительных процес-
сов [3].
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