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Аннотация. В инженерной практике находят широкое применение гибкие упругие 
стержни, работающие при больших перемещениях. Для ряда частных случаев извест-
ны аналитические решения, но существует гибкие стержни, для которых точных ре-
шений нет. В таких случаях применяются численные методы, и наиболее известный 
из них ‒ метод конечных элементов. В данной статье разработан новый численный 
метод, базирующийся на сплайнах степени 2 дефекта 1, позволяющий с высокой точ-
ностью решать линеаризованные нелинейные уравнения, описывающие большие пе-
ремещения тонкого упругого стержня. Эффективность метода оценивается на тесто-
вой задаче о чистом изгибе тонкого упругого стержня, и показывается, что при доста-
точно густой сетке узлов метод обеспечивает точность расчетов с относительной по-
грешностью, не превышающей 1∙10–6. 

Ключевые слова: сплайны; математическое моделирование; численные методы; 
большие перемещения; деформация стержня.  

 
 ВВЕДЕНИЕ 

В технике много конструкций, в кото-
рых стержень или тонкая полоска сильно 
изгибаются при работе материала в преде-
лах упругости. Примерами могут служить 
[1, 2] различного рода плоские и ленточные 
пружины, гибкие упругие связи, механиче-
ские датчики нелинейных зависимостей      
и др. Подобные задачи имеют место и при 
создании космических объектов. В связи с 
этим весьма актуальной является задача 
определения больших перемещений при из-
гибе, когда в процессе изгиба тонкой детали 
сильно изменяется ее первоначальная кон-
фигурация и наблюдается существенная не-
линейная зависимость больших перемеще-
ний от внешних сил, хотя деформации 
остаются малыми и материал работает 

 Исследование выполнено при финансовой поддержке 
РФФИ и Правительства Республики Башкортостан  
в рамках научного проекта №_17-48-020824_р_а. 

упруго. Задачи такого вида не могут быть 
изучены даже качественно с помощью 
обычной линейной теории изгиба. 

Интерес к подобным задачам существу-
ет давно, и на первом этапе их решения за-
писывались нелинейные дифференциальные 
уравнения равновесия, которые были реше-
ны аналитически только для некоторых 
частных задач [1‒5]. Развитие вычислитель-
ной техники позволило применить числен-
ные методы, основным из которых в насто-
ящее время является метод конечных эле-
ментов (МКЭ), реализованный в пакетах 
ANSYS, SolidWorks и др. [6‒9]. 

В данной статье развивается метод 
сплайнов, который на разнообразных зада-
чах показывает более высокую эффектив-
ность по сравнению с МКЭ [10‒19].  
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В статье ставится задача разработать но-
вый численный метод расчета деформиро-
ванного состояния тонких упругих стерж-
ней при больших перемещениях и оценить 
его эффективность при решении тестовой 
задачи, имеющей точное решение. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩИЕ ИЗГИБ СТЕРЖНЯ 
ПРИ БОЛЬШИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ 

Форму изогнутой оси бруса, или, как го-
ворят, форму упругой линии можно опреде-
лить при помощи двух уравнений [3–5]: 

 NEAMEI z
z

1
=ε,

1
=χ , (1) 

где ρ/1=χ  ‒ кривизна изогнутой оси балки; 
ρ  ‒ радиус кривизны изогнутой оси балки 
E  ‒ модуль упругости материала балки; 

zI  ‒ осевой момент инерции; A ‒ площадь 
поперечного сечения стержня; zM  ‒ внут-
ренний изгибающий момент; N  ‒ внутрен-
няя продольная сила. 

КРИВИЗНА ОСЕВОЙ ЛИНИИ 
ГИБКОГО СТЕРЖНЯ 

Для описания геометрии оси изогнутого 
стержня применим параметрический спо-
соб, т.е. введем вспомогательную перемен-
ную p  ‒ параметр ( p⊂[0,1] ), через кото-
рый выразим абсциссы x  и ординаты y  то-
чек оси в момент времени t : 

X=X(p,t),      y=y(p,t),     p⊂[0,1].       (2) 
В этом случае в начальном состоянии 

декартовые координаты оси стержня опре-
деляются выражениями x(0) = lp, y(0) = 0, где 
l ‒ длина оси стержня. 

Введем обозначения для первых и вто-
рых частных производных функций 

),( tpx  и ),( tpy  по параметру p : 

 
2 2

2 2, , , .x x x yx y x y
p p p p

∂ ∂ ∂ ∂
= = = =

∂ ∂ ∂ ∂
     (3) 

Запишем выражение для вычисления 
кривизны осевой линии стержня, заданной в 
параметрической форме [20]: 

 2322 /)yx(
yxyx





+
=χ . (4) 

ПРОДОЛЬНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
ОСЕВОЙ ЛИНИИ ГИБКОГО СТЕРЖНЯ 

Рассмотрим в момент времени t  на осе-
вой линии две близкие точки, идентифици-
руемые параметрами p  и dppp +=′  и 
определим координаты рассматриваемых 
точек: 

 

( , ),
( , ) ,

( , ),
( , ) .

x x p t
xx x p dp t x dp x xdp
p

y y p t
yy y p dp t y dp y ydp
p

=
∂′ = + = + = +
∂

=
∂′ = + = + = +
∂





 (5) 

Дифференциал длины дуги в произволь-
ный момент времени t  определяется выра-
жением [7]: 

 .+=+= 2222 dpyxdydxds   (6) 

В начальный момент времени 0 0t =  на 
прямой оси не нагруженного стержня длина 
дуги между рассматриваемыми точками: 

 0 .ds ldp=  (7) 

Определим деформацию ε осевой линии 
стержня в рассматриваемой точке в момент 
времени t как функцию двух переменных 

 
2 2

0

0

ε ε( , ) 1.
x yds dsx y

ds l
+−

= = = −
 

 


 (8) 

Вычислим на основе (4) производные: 

 

2 2 3/2 2 2 5/2

2 2 3/2 2 2 5/2

2 2 3/2 2 2 3/2

3
( ) ( )

3
( ) ( )

, .
( ) ( )

y x y x y x
x x y x y

x x y x y y
y x y x y

y x
x x y y x y

∂χ − = − ∂ + +
∂χ − = − − ∂ + +

∂χ ∂χ
= − = ∂ + ∂ +

    


    

    


    

 

     

 (9) 

Вычислим на основе (8) производные: 

 
2 2 2 2

1 1, .x y
x l y lx y x y

∂ε ∂ε
= =

∂ ∂+ +

 

    
 (10) 
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МЕТОД ДИСКРЕТИЗАЦИИ 
РАСЧЕТНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 

СООТНОШЕНИЙ 

Для однозначного решения нелинейных 
задач будем рассматривать последователь-
ные состояния деформированной оси 
стержня. При этом считаем, что в некото-
рый момент времени ot  нам известны функ-
ции 0 ( ) ( , )ox p x p t= , 0 ( ) ( , )oy p y p t=  и их 
частные производные 0 ( )x p , 0 ( )y p , 0 ( )x p , 

0 ( )y p  по параметру p . 
Запишем функции ( )x p , ( )y p  коорди-

нат точек оси стержня и их производные 
( )x p , ( )y p , ( )x p , ( )y p  для достаточно 

близкого к 0t  момента времени 0t t t= + ∆  
при 0t∆ →  в виде сумм: 

 0 0 0

0 0 0

, , ,
, , .

x x x x x x x x x
y y y y y y y y y

= + ∆ = + ∆ = + ∆
 = + ∆ = + ∆ = + ∆

     

     
(11) 

При обозначениях u x= ∆ , v y= ∆  соот-
ношения (11) принимают вид: 

 

0

0 0

2

0 02

0

0 0

2

0 02

,

,

,

,

,

.

x x u
dux x x u
dp
d ux x x u
dp

y y v
dvy y y v
dp
d vy y y v
dp

= +


= + = +

 = + = +

 = +

 = + = +



= + = +


   

   

   

   

 (12) 

Представим выражение (4) для кривизны 
стержня с учетом (12) в виде ряда Тейлора с 
удержанием слагаемых только первого по-
рядка малости: 

 
0 0 0 0

0 0 0 0
0

( , , , )

.

x u y v x u y v

u v u v
x y x y

χ = χ + + + + =
∂χ ∂χ ∂χ ∂χ

= χ + + + +
∂ ∂ ∂ ∂

       

   
   

 (13) 

Представим выражение для деформации 
оси стержня (8) с учетом (12) в виде ряда 
Тейлора с удержанием слагаемых только 
первого порядка малости 

 0 0
0 0 0( , ) .x u y v u v

x y
∂ε ∂ε

ε = ε + + = ε + +
∂ ∂

     
 

(14) 

 

Коэффициенты, входящие в соотноше-
ния (13) и (14) величины с индексами «0» 
вычисляются по соотношениям (9) и (10) по 
уже известным на данном этапе функциям 

0 ( ) ( , )ox p x p t=  и 0 ( ) ( , )oy p y p t= . 
Подставив (13) и (14) в (1), получаем си-

стему из двух линейных дифференциальных 
уравнений: 

 

0 0 0 0
0

0 0
0

1 ,

1 ,

z
z

u v u v
x y x y
M

EI

u v N
x y EA

∂χ ∂χ ∂χ ∂χχ + + + + = ∂ ∂ ∂ ∂=
 ∂ε ∂εε + + =
 ∂ ∂

   
   

 
 

 (15) 

из решения которой находим функции 
( )u u p= , (p)v v= , на основе которых по со-

отношениям (12) определим функции 
( )x x p=  и ( )y y p=  в момент времени t . 

Поступая подобным образом в последо-
вательные моменты времени мы можем 
найти все последовательные состояния 
стержня при любых больших перемещени-
ях, но для этого необходим эффективный 
численный метод решения системы диффе-
ренциальных уравнений (15). 

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
ДЛЯ СПЛАЙНОВ 

СТЕПЕНИ 2 ДЕФЕКТА 1 

Для решения построенной системы 
дифференциальных уравнений применим 
метод сплайнов степени 2 дефекта 1, близ-
кий по свойствам к сплайнам третьей и пя-
той степеней, эффективно применяющихся 
в работах [10‒19]. 

При построении сплайна степени 5 де-
фекта 1 [15] на отрезке [0,1]  формируется 
сетка 1 2: 0 ... 1Np p p∆ = < < < = , имеющая 
N  узлов. На данной сетке строится сплайн-
функция 2,1( )pW  степени 2 дефекта 1, име-
ющая 1sN N= +  степеней свободы. 

В пределах каждого отрезка 

1[ , ], 1, 1i ip p i N+ = − сплайн-функция 2,1( )xW  
является многочленом пятой степени
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2
( )

2,1
0

1

( ) ( ) ,

[ , ], 1, 1.

i
i

i i

p a p p

p p p i N

a
a

a=

+

= −

∈ = −

∑W  (16) 

Согласно [15] параметры, определяю-
щие сплайн, сведены в вектор-столбец Q  из 

1sN N= +  параметров сплайна 

( , 1, 1 )T
kq k N= = +Q , где: 

 
1 2,1 1

2,1 1
1

( ),
( )

, 1, 1.i

q p
d p

q i N
dx+

=
 = = −

W
W  (17) 

В узлах сетки ∆  рассматриваются зна-
чения сплайн-функции 2,1( )pW  и ее произ-
водных до второго порядка включительно: 

 

(0)
2,1

(1)
2,1

(2) 2 2
2,1

( ),
( ) / ,
( ) / ,

1, 1.

i i

i i

i i

f p
f d p dp
f d p dp
i N

 =
 =
 =

= −

W
W
W  (18) 

Из них формируются векторы-столбцы: 

 ( )( , 1, ) , 0,1, 2.s T
dsf if i N s= = =V  (19) 

Векторы узловых значений сплайн-
функции 2,1( )pW  и ее производных опреде-
лим согласно [15] матричными выражения-
ми: 
 , 0,1, 2dsf dsf s= =V M Q , (20) 

где , 0,1, 2dsf s =M  ‒ прямоугольные матри-
цы размера ( 1)N N× + , формируемые по 
методике, изложенной в [15]. 

ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ 
УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 

НА ОСНОВЕ СПЛАЙНА 
СТЕПЕНИ 2 ДЕФЕКТА 1 

Для численного решения системы урав-
нений (15) введем для каждой из функций 

( )u u p=  и (p)v v=  соответствующие им два 
сплайна: ( )

2,1 ( )u pW  и ( )
2,1 ( )v pW , определяемые 

соответствующими им векторами парамет-
ров uQ  и vQ  с компонентами вида (17). 

Значения искомых функций ( )u u p= , 
(p)v v=  и их производных в узлах сплайна 

, 1,ip i N=  сведем в векторы 

 

( )( , 1, ) ,

( )( , 1, ) , 0,1, 2,

s
Ti

s s

s
Ti

s s

d u p i N
dp

d v p i N s
dp


= =


 = = =


U

V
 (21) 

которые определим c учетом (20) матрич-
ными соотношениями: 

 
1

2

1 2 .

0 d0f u d1f u

d2f u 0 d0f v

d1f v d2f v

, ,
, ,

,



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U = M Q U = M Q
U = M Q V = M Q
V = M Q V = M Q

 (22) 

Введем в рассмотрение матрицы коэф-
фициентов в уравнениях системы (15): 

 

,
2

2 ,

,
2

2 ,

,

,

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

dx
dx k n

d x
d x k n

dx
dy k n

d y
d y k n

dx
dx k n

dy
dy k n

M k N n N
M k N n N

M k N n N
M k N n N

M k N n N
M k N n N

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂ε∂
∂ε∂

∂ε∂
∂ε∂

 = = =
 = = =

= = =
 = = =

= = =
 = = =

M
M
M
M
M
M

 (23) 

Все компоненты матриц (23) являются 
нулевыми за исключением расположенных 
на главных диагоналях: 

 

20 0
, ,

20 0
, ,

, ,

( ) ( ), ,
( ) ( ), ,

( ) ( ), .

dx d xk k
k k k k

dy d yk k
k k k k

dx dyk k
k k k k

p pM M
x x
p pM M

y y
p pM M
x y

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂

∂ε∂ ∂ε∂

 ∂χ ∂χ
= =

∂ ∂ ∂χ ∂χ = = ∂ ∂
∂ε ∂ε = =

 ∂ ∂

 

 

 

 (24) 

Введем также векторы из числовых ве-
личин, имеющих место в системе уравне-
ний (15). 

 
0

0

1( ( ) ( ), 1, ) ,

1( ( ) ( ), 1, ) ,

T
z k k

z
T

k k

M p p k N
EI

N p p k N
EA

χ

ε

 = − χ =

 = − ε =


V

V
 (25) 

На основе (21), (23)−(25) запишем дис-
кретный аналог системы дифференциаль-
ных уравнений (15): 

 
1 1

2 2 2 2

1 1

,
,

dx dy

d x d y

dx dy

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂ χ

∂ε∂ ∂ε∂ ε

+ ++ + =
+ =

M U M V
M U M V V

M U M V V
 (26) 

или с учетом (22): 
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1 2 2

1 2 2

1 1

( )
( ) ,

.

dx d f d x d f u

dy d f d y d f v

dx d f u dy d f v

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂ χ

∂ε∂ ∂ε∂ ε

+ +
 + + =
 + =

M M M M Q
M M M M Q V

M M Q M M Q V
(27) 

Исключим из (27) последнее уравнение 
из первой группы уравнений, учитывающих 
изгибающий момент zM , и в итоге получим 
систему линейных алгебраических уравне-
ний из 2 1N −  уравнений с 2 2N +  неиз-
вестными. Затем добавим к ним недостаю-
щие 3 уравнения граничных условий, учи-
тывающие защемление на левом конце 
стержня. В итоге получим систему из 
2 2N +  уравнений, из которой определяем 
векторы uQ  и vQ . 

Далее в рассматриваемых узлах 
, 1,kp k N=  по формулам (22) вычисляем 

значения u, du/dp, d2u/dp2, v, dv/dp, d2v/dp2, 
которые подставляем в выражения (12), и в 
итоге находим значения x, dx/dp, d2x/dp2, y, 
dy/dp, d2y/dp2 для момента времени t . Затем 
по изложенной выше схеме переходим к 
следующему расчетному моменту времени с 
другими значениями внутренних изгибаю-
щего момента zM  и продольной силы N . 

В итоге мы получаем параметры оси де-
формированного стержня в течение всего 
процесса нагружения, что очень важно при 
анализе деформации реальных конструкций. 

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ, 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИЕ СПЛАЙН 

СТЕПЕНИ 3 ДЕФЕКТА 1 
И ЕГО ПРОИЗВОДНЫЕ 

В методике расчета 2 для решения систе-
мы дифференциальных уравнений (15) при-
меним метод сплайнов степени 3 дефекта 1. 

При построении сплайна степени 3 де-
фекта 1 [15] на отрезке [0,1]  формируется 
сетка 1 2: 0 ... 1Np p p∆ = < < < = , имеющая 
N  узлов. На данной сетке строится сплайн-
функция 3,1( )pW  степени 3 дефекта 1, име-
ющая 2sN N= +  степеней свободы. 

В пределах каждого отрезка 

1[ , ], 1, 1i ip p i N+ = − сплайн-функция 3,1( )xW  
является многочленом третьей степени 

 

3
( )

3,1
0

1

( ) ( ) ,

[ , ], 1, 1.

i
i

i i

p a p p

p p p i N

a
a

a=

+

= −

∈ = −

∑W  (28) 

Согласно [12] параметры, определяю-
щие сплайн, сведены в вектор-столбец Q  из 

2sN N= +  параметров сплайна 

( , 1, 2 )T
kq k N= = +Q , где: 

 

3,1 1
1 3,1 1 2

2
3,1 1

2 2

( )
( ),

( )
, 1, .i

d p
q p q p

dp
d p

q i N
dp+


= =


 = =


W
W

W  (29) 

В узлах сетки ∆  рассматриваются зна-
чения сплайн-функции 3,1( )pW  и ее произ-
водных до третьего порядка включительно: 

 

3,1(0) (1)
3,1

2 3
3,1 3,1(2) (3)

2 3

( )
( ), ,

( ) ( )
, ,

1, .

i
i i i

i i
i i

d p
f p f

dp
d p d p

f f
dp dp

i N


= =


 = =
 =

W
W

W W (30) 

Из них формируются векторы-столбцы: 

 ( )( , 1, ) , 0,1, 2, 3s T
dsf if i N s= = =V , (31) 

Векторы узловых значений сплайн-
функции 3,1( )pW  и ее производных опреде-
лим согласно [15] матричными выражения-
ми: 

 , 0,1, 2,dsf dsf s= =V M Q  (32) 

где  , 0,1, 2, 3dsf s =M  ‒ прямоугольные 
матрицы размера ( 1)N N× + , формируемые 
по методике, изложенной в [15]. 

ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ 
УРАВНЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 

НА ОСНОВЕ СПЛАЙНА 
СТЕПЕНИ 3 ДЕФЕКТА 1 

Для численного решении системы урав-
нений (15) введем для каждой из функций 

( )u u p=  и (p)v v=  соответствующие им два 
сплайна: ( )

3,1 ( )u pW  и ( )
3,1 ( )v pW , определяемые 

соответствующими им векторами парамет-
ров uQ  и vQ  с компонентами вида (29). 
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Значения искомых функций ( )u u p= , 

(p)v v=  и их производных в узлах сплайна 
, 1,ip i N=  сведем в векторы 

 

( )( , 1, ) ,

( )( , 1, ) , 0,1, 2,

s
Ti

s s

s
Ti

s s

d u p i N
dp

d v p i N s
dp


= =


 = = =


U

V
(33) 

которые определим c учетом (32) матрич-
ными соотношениями: 

 
1

2

1 2 .

0 d0f u d1f u

d2f u 0 d0f v

d1f v d2f v

, ,
, ,

,





U = M Q U = M Q
U = M Q V = M Q
V = M Q V = M Q

 (34) 

Введем в рассмотрение матрицы коэф-
фициентов в уравнениях системы (15): 

 

,
2

2 ,

,
2

2 ,

,

,

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

( , 1, , 1, ),
( , 1, , 1, ),

dx
dx k n

d x
d x k n

dx
dy k n

d y
d y k n

dx
dx k n

dy
dy k n

M k N n N
M k N n N

M k N n N
M k N n N

M k N n N
M k N n N

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂χ∂
∂χ∂

∂ε∂
∂ε∂

∂ε∂
∂ε∂

 = = =
 = = =

= = =
 = = =

= = =
 = = =

M
M
M
M
M
M

(35) 

Все компоненты матриц (35) являются 
нулевыми за исключением расположенных 
на главных диагоналях: 

 

20 0
, ,

20 0
, ,

, ,

( ) ( ), ,
( ) ( ), ,

( ) ( ), .

dx d xk k
k k k k

dy d yk k
k k k k

dx dyk k
k k k k

p pM M
x x
p pM M

y y
p pM M
x y

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂

∂ε∂ ∂ε∂

 ∂χ ∂χ
= =

∂ ∂ ∂χ ∂χ = = ∂ ∂
∂ε ∂ε = =

 ∂ ∂

 

 

 

(36) 

Введем также векторы из числовых ве-
личин, имеющих место в системе уравнений 
(15). 

 
0

0

1( ( ) ( ), 1, ) ,

1( ( ) ( ), 1, ) ,

T
z k k

z
T

k k

M p p k N
EI

N p p k N
EA

χ

ε

 = − χ =

 = − ε =


V

V
(37) 

На основе (33)−(37) запишем дискрет-
ный аналог системы дифференциальных 
уравнений (15): 

 
1 1

2 2 2 2

1 1

,
,

dx dy

d x d y

dx dy

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂ χ

∂ε∂ ∂ε∂ ε

+ ++ + =
+ =

M U M V
M U M V V

M U M V V
 (38) 

или с учетом (34): 

 
1 2 2

1 2 2

1 1

( )
( ) ,

.

dx d f d x d f u

dy d f d y d f v

dx d f u dy d f v

∂χ∂ ∂χ∂

∂χ∂ ∂χ∂ χ

∂ε∂ ∂ε∂ ε

+ +
 + + =
 + =

M M M M Q
M M M M Q V

M M Q M M Q V
(39) 

В итоге получим систему линейных ал-
гебраических уравнений из 2N  уравнений с 
2 4N +  неизвестными. Затем добавим к ним 
недостающие 4 уравнения граничных усло-
вий, учитывающие защемление на левом 
конце стержня. Окончательно получим си-
стему, имеющую 2 4N +  уравнений, из ко-
торой определяем векторы uQ  и vQ . 

Далее в рассматриваемых узлах 
, 1,kp k N=  по формулам (34) вычисляем 

значения u, du/dp, d2u/dp2, v, dv/dp, d2v/dp2, 
которые подставляем в выражения (12), и в 
итоге находим значения x, dx/dp, d2x/dp2, y, 
dy/dp, d2y/dp2 для момента времени t . Затем 
по изложенной выше схеме переходим к 
следующему расчетному моменту времени с 
другими значениями внутренних изгибаю-
щего момента zM  и продольной силы N . 

В итоге мы получаем параметры оси де-
формированного стержня в течение всего 
процесса нагружения, что очень важно при 
анализе деформации реальных конструкций. 

ЭТАЛОННАЯ ЗАДАЧА, 
ИМЕЮЩАЯ ТОЧНОЕ 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ 

Для оценки точности разработанного 
численного метода решения задач о дефор-
мировании стержней при больших переме-
щениях рассматривается первоначально 
прямой стержень BC  длиной 0,3 мl = , за-
щемленный на левом конце и нагруженный 
на правом конце парой сил с моментом M  
(рис. 1). Стержень имеет прямоугольное по-
перечное сечение шириной 6 ммb =  и вы-
сотой 1ммh =  (рис. 1), модуль упругости 
материала стержня 111 10 ПаE = ⋅ . 
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Рис. 1. Закрепленный стержень 
нагруженный парой сил 

При изгибе стержня парой сил с изме-
няющимся во времени t  моментом 

( )M M t=  имеет место равенство zM M= , 
и согласно (1) ось стержня изогнется по ду-
ге окружности BC′  постоянной кривизны с 
изменяющимся во времени радиусом 

( )tρ = ρ . При этом точки оси стержня будут 
иметь координаты (рис. 1). 

 
sin sin ,

cos cos .

lx p

ly p

  
= ρ φ = ρ   ρ    = ρ − ρ φ = ρ − ρ   ρ 

 (40) 

Принимая для конечного значения вре-
мени Nt  ось стержня в форме дуги окруж-
ности, получаем угол ϕ  в конечном состоя-
нии равным 2Nϕ = π  и вычисляем радиус 
кривизны стержня Nρ  в конечном состоя-
нии: 

 / (2 )N lρ = π . (41) 

Учитывая, что при чистом изгибе 
zM M= , на основе (1) и (41) рассчитаем 

величину момента M  в конечном состоя-
нии для конкретно рассматриваемого 
стержня: 

 
max

3
/

2 / 2 / .
12

N z N

z

M M EI
bhEI l E l

= = ρ =

= π = π
 (42) 

Рассмотрим стержень в одиннадцати 
деформированных состояниях при изгиба-
ющих моментах 

 max /10, 0,1,...,10kM k M k= ⋅ =  (43) 

Точные изображения изогнутой оси 
стержня при различных значениях k  пока-
заны сплошными линиями на рис. 2. Точка-
ми на рис. 2 показаны расчетные положения 
точек оси стержня, вычисленные на основе 
метода сплайнов степени 2. Видно, что ви-
зуально они идеально совпадают с точными 
положениями. 
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Рис. 2. Изогнутая ось стержня 

при различных значениях k 

ЧИСЛОВЫЕ ОЦЕНКИ ПОГРЕШНОСТИ  
ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 

В результате численных расчетов мето-
дом сплайнов и методом конечных элемен-
тов определяются координаты ( ) ( ),m m

n nx y  то-
чек осевой линии стержня в узлах 

, 1,np n N=  сетки p∆  для всех расчетных 

моментов времени , 1,mt m M= . 
Зная точные и расчетные координаты 

точек осевой линии стержня, вычислим рас-
стояния m

n∆  между точными и расчетными 
положениями рассматриваемых точек 

 , 2 , 2( ) ( )m T m m T m m
n n n n nx x y y∆ = − + −  (44) 

и по их величине оценим погрешность чис-
ленного метода. 

Оценка 1, учитывающая влияние числа 
узлов M  временной сетки на погрешности 
расчетов. 

Рассматривая результаты расчетов при 
различных значениях параметров N  и M , 
вычислим десятичные логарифмы от мак-
симальных абсолютных величин нормиро-
ванных расстояний между точками точного 
и численного решений: 

 10 1, ; 1,
lg | | log max

m
n

m M n Nl l= =

 ∆∆
=  

 
, (45) 

где l  ‒ длина стержня. 
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Результаты расчетов величины lg | |
l
∆  

для метода сплайнов степени 2 представле-
ны на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Результаты расчетов 

для метода сплайнов степени 2 

Результаты расчетов величины lg | |
l
∆  

для метода сплайнов степени 3 представле-
ны на рис. 4. 

 

 
Рис. 4. Результаты расчетов 

для метода сплайнов степени 3 

Анализ рис. 3 и рис. 4 показывает, что 
для сплайна степени 3 ошибки расчетов не-
сколько меньше чем для сплайна степени 2, 
но различие между результатами весьма ма-
лы. Также из рис. 3 и рис. 4 видно, что при 
числе узлов пространственной сетки 

2001N ≤  нет особого смысла увеличивать 
количество M  узлов временной сетки свы-
ше 21, так как при 21M =  и 51M =  по-
грешности расчетов практически одинако-
вы. 

Оценка 2, учитывающая влияние числа 
узлов N  пространственной сетки на по-
грешности расчетов. 

Для оценки влияния числа узлов N  про-
странственной сетки рассмотрим результа-
ты расчетов перемещений концевой точки 
стержня при 1p = , определяемых при раз-
личных значениях параметров N  для изги-
бающих моментов kM , вычисляемых по  
формуле (43). Погрешность расчетов оце-
ним десятичными логарифмами от абсо-
лютных величин нормированных расстоя-
ний между точками точного и численного 

решений lg | |
k
N

l
∆ . 

Графики зависимостей lg | |
k
N

l
∆  от N  

при фиксированных значениях k  для 
сплайна степени 2 представлены на рис. 5, а 
для сплайна степени 3 ‒ на рис. 6. 

 

 
Рис. 5. Результаты расчетов 

для метода сплайнов степени 2 

 
Рис. 6. Результаты расчетов 

для метода сплайнов степени 3
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Из рис. 5 и рис. 6 следует, что для 
сплайна степени 3 ошибки расчетов не-
сколько меньше чем для сплайна степени 2, 
но различие между результатами весьма не-
значительны. В обоих случаях наблюдается 
сходимость второго порядка. 

РЕЗУЛЬТАТЫ РАСЧЕТОВ 
МЕТОДОМ КОНЕЧНОГО ЭЛЕМЕНТА 

СРЕДСТВАМИ ПАКЕТА ANSYS 

При расчете защемленного стержня, 
нагруженного парой сил с моментом М в 
пакете конечно-элементного анализа AN-
SYS, использовался трехмерный линейный 
балочный элемент Beam188, позволяющий 
решать нелинейные задачи с большими по-
воротами и большими деформациями.  

Данный элемент предназначен для мо-
делирования прямых балочных конструк-
ций, имеющих умеренное соотношение 
длины и толщины. Элемент Beam188 по-
строен на основе балки Тимошенко и имеет 
2 узла с шестью степенями свободы в каж-
дом узле. 

При моделировании в ANSYS данной 
задачи для выбранного элемента использо-
валась опция, где в качестве признака схе-
мы интерполяции задавались линейные 
формы перемещений. 

Расчеты проводились при количестве 
узлов N=11, 21, 51, 101, 201, 501, 1001, 2001, 
5001 и одиннадцати деформированных со-
стояниях при изгибающих моментах 
Mk=k·Mmax/10 при k=0,1,…,10 для прямо-
угольного сечения стержня шириной 
b=6 мм и высотой h=1 мм, где момент Mmax 
в конечном состоянии для конкретно рас-
сматриваемого стержня рассчитывался со-
гласно (42). 

Здесь необходимо изложить методику и 
особенности расчета в пакете ANSYS. 

Графики зависимостей lg | |
k
N

l
∆  от N  

при фиксированных значениях k  для мето-
да конечных элементов (МКЭ), реализован-
ного в пакете ANSYS, представлены на 
рис. 7. 

 

 
Рис. 7. Результаты расчетов для метода 
сплайнов и метода конечных элементов, 

реализованного в пакете ANSYS 

ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ 

Сопоставляя результаты расчетов мето-
дами сплайнов (рис. 5 и 6) и методом ко-
нечных элементов в реализации ANSYS, 
видим, что порядки сходимости во всех 
трех случаях одинаковы и равны двум. 

В основном МКЭ демонстрирует мень-
шую погрешность, но есть некоторая неста-
бильность результатов, заключающаяся, 
например при 3k =  (рис. 7), где при 

501N ≥ прекращается снижение погрешно-
сти с ростом N . Для метода сплайнов таких 
нестабильностей не наблюдается (рис. 5, 6). 

Для реализованного метода сплайнов 
степени 2 и степени 3 на основе рис. 5 и 6 
можно утверждать, что при всех значениях 
изгибающего момента kM  погрешность 
расчетов монотонно убывает со вторым по-
рядком сходимости [15] и при числе узлов 

5001N =  относительная погрешность рас-
четов не превышает величины 61 10−⋅ . 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Разработана методика построения 
дискретного аналога нелинейных уравне-
ний, описывающих деформирование тонко-
го упругого стержня при больших переме-
щениях. 
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2. Предложены и реализованы числен-

ные методы сплайнов второй и третьей сте-
пеней дефекта 1 для решения линеаризо-
ванных нелинейных уравнений, описываю-
щих деформирование стержня при больших 
перемещениях. 

3. Методы сплайнов апробированы на 
решении тестовой задачи о чистом изгибе 
при больших перемещениях, и показано, 
что при реальных расчетах он обеспечивает 
точность с относительной погрешностью не 
выше 61 10−⋅ , что вполне достаточно для 
практических расчетов многих конструк-
ций. 

4. Тестовая задача о чистом изгибе 
стержня решена методом конечных элемен-
тов в пакете ANSYS, и оценена точность 
данного метода при различных параметрах 
пространственной сетки. 

5. Проведено сопоставление погрешно-
стей расчета методом сплайнов и методом 
конечного элемента. Выяснено, что в целом 
оба метода дают достаточно близкие по 
точности результаты. 
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