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Подходы и методы фильтрации численных результатов применяются при ре-
шении задач для дифференциальных уравнений с частными производными.
Найдены и объяснены закономерности изменения погрешностей метода, ис-
ходных данных и округления от параметра дискретизации для явной и неяв-
ной разностных схем. Численный эксперимент; фильтрация; разностные схемы;

уравнения математической физики

Ранее методы фильтрации результатов
численного эксперимента применялись для
увеличения точности, надежности и оценки
погрешности решения задач численного диф-
ференцирования [1] и интегрирования [1, 2].
С помощью фильтрации удалось практиче-
ски полностью подавить погрешность числен-
ных методов, что позволило выявить и изу-
чить поведение погрешностей исходных дан-
ных и округления. Исследование показало,
что на эти погрешности влияют как фун-
даментальные математические закономерно-
сти, так и особенности выполнения арифме-
тических операций с помощью конкретных
устройств и программ. Для оценки этих по-
грешностей применялись разные модели. Ис-
следование позволило найти диапазоны их
применимости.

В данной работе методы фильтрации при-
меняются к более сложной задаче: смешанной
задаче для уравнения с частными производ-
ными с целью изучения специфики образова-
ния погрешностей и построения их моделей.

Идея численной фильтрации заключается
в априорном представлении математической
погрешности численного метода в виде сум-
мы, например, степенных функций параметра
дискретизации (числа узлов � или шага сетки
#) и поочередном подавлении составляющих
путем комбинации результатов, полученных
при разных � и #. Здесь для фильтрации при-
меняются методы, изложенные в [1, 2].

1. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА ДЛЯУРАВНЕНИЯ
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

В данной задаче искомая функция 6��� ��
должна удовлетворять уравнению параболи-
ческого типа

J�6

J��
�
J6

J�
� (1)

начальному условию

6 ��� �� � " ��� (2)

и краевым условиям

6 ��� �� � H� ��� �

6 ��� �� � H� ��� �

�� � K�� �
(3)

Задача решается методом конечных разно-
стей. На плоскости (�� �) строится сетка с ша-
гом # по переменной � (�� � (#, ( � �� � � � � �,
# � �
�) и с шагом � по переменной � (�� � 0� ,
0 � �� � � � � , � � %
 ). Вводятся обозначения
6 ���� ��� � 6��� .
При решении задачи по явной разностной

схеме частные производные в уравнении (1)
заменяют разностными аналогами следую-
щим образом

6����� � �6��� � 6�����
#�

�
6����� � 6���

�
� (4)

Обозначим L � �
Æ
#� (число Куранта). То-

гда разностное уравнение запишется в виде

6����� � L6����� � ��� �L� 6��� � L6����� �

( � �� ��� � � �� 0 � �� ��� � � �
(5)
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Таким образом, решение задачи сводится
к повторному применению формулы (5) при
последовательном возрастании 0.

Однако явная схема является устойчивой
только при L � �
� [3, 4]. В противном слу-
чае развивается экспоненциальный рост по-
грешности. Поэтому при использовании яв-
ной схемы вычисления приходится вести с
шагом по времени, зависящим от �.

При решении задачи по неявной схеме
в (4) изменяется только вид частной разност-
ной производной по времени

6����� � �6��� � 6�����
#�

�
6��� � 6�����

�
� (6)

а разностное уравнение принимает вид

L6����� � �� � �L�6��� � L6����� � �6����� �
( � �� � � � � �� �� 0 � �� � � � � �

(7)

В соответствии с (2) и (3) значения 6��� �
� " ����, 6��� � H� ����, 6��� � H� ����, ( �
� �� � � � � � � �� 0 � �� ��� являются извест-
ными. Тогда, подставляя в (7) 0 � �, получим
систему ��� линейных алгебраических урав-
нений, решив которую можно определить 6���,
( � �� � � � � � � �. При этом, поскольку 6��� �
� H� ����, 6��� � H� ����, известными оказы-
ваются все значения временного слоя 0 � �,
(� � ���. Затем, подставляя в (7) 0 � �, реша-
ем систему уравнений относительно 6��� и т. д.
для всех 0 � �� � � � � . Поскольку матрица си-
стемы уравнений (7) является трехдиагональ-
ной, эту систему можно решить методом про-
гонки.

Применение неявной схемы требует реше-
ния системы уравнений, но данная схема яв-
ляется безусловно устойчивой.

2. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В качестве примера на рис. 1 и 2 приво-
дятся результаты решения задачи для " ��� �
� �����; H� ��� � " ���, H� ��� � " ���. Вре-
мя окончания счета состовляет % � ���� (при
этом отличие решения от предельного при
� � � составляет примерно 30%). Погреш-
ности оценивались в точке � � ���.

Поскольку искомая функция 6 ��� �� зави-
сит от двух переменных, то необходима филь-
трация двух видов последовательностей: сна-
чала рассчитанных значений искомого па-
раметра (например, 6���� при изменении  
(и �� для нескольких фиксированных ��#�,
в результате чего получается последователь-
ность отфильтрованных значений, соответ-

ствующих разным �, а затем фильтрации по-
лученной последовательности по �.

Результаты фильтрации по  приведе-
ны на рис. 1 в виде зависимости десятич-
ного логарифма относительной погрешно-
сти � �* Æ от �* для двух значений �: 10
(рис. 1, а) и 320 (рис. 1, б). Точность, полу-
ченная при фильтрации, ограничивается на-
коплением погрешности округления (прямая
� � �� � �

� �* ). Эта статистическая зависи-
мость характерна также для методов числен-
ного интегрирования функций [1]. При � �
� ��� (рис. 1, б) ограничение по числу Ку-
ранта приводит к ограничению сверху шага
по времени � (ограничении снизу числа  ).
Это требует дополнительных затрат ресурсов.
В результате максимальная полученная точ-
ность, оцененная с размытостью (отношени-
ем оценки погрешности оценки погрешности
к оценке погрешности [6]) порядка 0,1 � � � 0,3,
достигает 13 значащих цифр.

а

б

Рис. 1. Зависимость значений погрешностей
решения смешанной задачи от шага по времени

�� � 
� ��� : а — � � ��, б — � � ���. Явная
схема. Пунктирная прямая  � �� � ��� 
��

Фильтрация полученной последователь-
ности экстраполированных по  значений в
сравнении с эталоном, найденным четвертой
фильтрацией (рис. 2, а), показывает завышен-
ные оценки (линия 3, рис. 2, а). Это следует из
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рис. 2, б, где приведены результаты сравнения
с точным решением

6 ��� �� � 9��
�: ����� �

Этот результат не противоречит оценкам,
сделанным выше, т. е. причиной этой по-
грешности является накопление погрешности
округления при выполнении шага по време-
ни (5).

а

б

Рис. 2. Зависимость значений погрешностей ре-
шения смешанной задачи от шага по �: а — срав-
нение с эталоном; б — сравнение с точным значе-

нием. Явная схема

В особенности эффективно использование
фильтрации при применении неявной схемы,
поскольку она является безусловно устойчи-
вой. На рис. 3 показаны результаты фильтра-
ции по для 4-х значений �.
В отличие от рис. 1, диапазон изменения 

одинаков для всех �, поскольку явная схема
безусловно устойчива.

Еще одним отличием является заметное
ограничение точности (наличие порога) при
возрастании � (рис. 3, в, г). Зависимость это-
го порогового значения точности от � (кривая
� на рис. 4, б) аппроксимируется прямой � �
� ��������* �, т. е. Æ � ��. Квадратичная зави-
симость обусловлена погрешностью округле-
ния значений 6�� при вычислении второй раз-
ностной производной в (6), что согласуется с

выводами [1]. Отметим, что для явной схемы
этот вид погрешности не имеет места.

а

б

в

г

Рис. 3. Зависимость значений погрешностей ре-
шения смешанной задачи от шага по времени
(
�� � 
� ���): а — � � ��, б — � � 
�; в — � �
� ���, г — � � ���. Неявная схема. Пунктирная

прямая  � ����� ��� 
��
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а

б

Рис. 4. Зависимость погрешностей решения за-
дачи от шага по �: а — сравнение с эталоном;
б — сравнение с точным значением. Неявная схе-

ма. Пунктирная прямая  � ����� � � 
� �

Для уменьшения объема вычислений по
получению данных для фильтрации можно
вместо поочередного изменения чисел  и �
применить синхронное. На рис. 5 приведены
результаты такого исследования. Сравнивая
рис. 5, а с рис. 4, а, б, следует отметить, что
первый способ позволяет добиться несколь-
ко большей точности при меньших �. Умень-
шить объем вычислений при синхронном из-
менении  и � можно, если применить ме-
тод Нэвилла [5], который требует увеличения
числа узлов не в два раза, а на константу. Од-
нако этот метод неустойчив к накоплению по-
грешности округления при проведении филь-
траций. Этим и объясняется резкое увеличе-
ние погрешности при сравнительно неболь-
ших � (рис. 5, б).

Таким образом, применение неявной схе-
мы связано с более быстрым нарастанием по-
грешности округления с увеличением числа
узлов сетки по пространственной перемен-
ной. Скорость роста погрешности округления
(угловой коэффициент � зависимости � �
� ���� � � � �*�) определяется номером стар-
шей производной, входящей в уравнение (в
данном случае � � �).

а

б

Рис. 5. Зависимость погрешностей решения за-
дачи от шагов по � и ! (� � �): а — фильтра-
ция методом Ромберга; б — фильтрация мето-
дом Нэвилла. Неявная схема. Пунктирная пря-

мая  � ����� � � 
� �

В явной схеме зависимость погрешности
� � ���� � ��� � �* связана только с мно-
гократным повторением операции суммиро-
вания (5). Для уменьшения этой накаплива-
ющейся погрешности необходимо устранение
причины: суммирования слагаемых разного
порядка. Для этого можно предложить замену
процедуры суммирования накоплением (' %�
� ' � )�) суммированием пар слагаемых од-
ного порядка. Суммирование организуется по
схеме бинарного дерева: складываются пары
слагаемых, затем пары пар и т. д. (рис. 6, а).

Отметим, что если число слагаемых в сум-
ме не равно 2� (для целого �), то по окончании
попарного суммирования необходимо про-
суммировать все оставшиеся непарные слага-
емые, начиная с первого по схеме уровня.

Для применения этого алгоритма при ре-
шении смешанной задачи введем новые пере-
менные F��� � 6��� � 6��� и преобразуем (5)

F����� � F��� �

�L �F����� � �F��� � F����� � 6����� � �6��� � 6������ �

Результаты решения задачи этим спосо-
бом приведены на рис. 7.
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а

б

Рис. 6.Схема процесса попарного суммирования

а

б

Рис. 7. Результаты применения попарного сум-
мирования для решения смешанной задачи:
а — зависимость погрешности от шага по �;
б — зависимость погрешности от шага по ! (срав-

нение с точным значением). Явная схема

Видно, что накопления погрешности
округления не происходит. Погрешность
остается на уровне, характерном для погреш-
ности исходных данных 10���.

Реализовать попарное суммирование весь-
ма просто, если использовать идею стека
(рис. 6, б). Вначале каждое слагаемое поме-
щается на нулевой уровень. Далее слагаемое
продвигается на следующий уровень. Если
следующий уровень свободен (содержит ну-
левое значение), то данное слагаемое занима-
ет свое место и операция добавления данного
слагаемого на этом заканчивается. Если сле-
дующий уровень оказывается занятым (со-
держит отличное от нуля значение), то данное
слагаемое складывается с содержимым дан-
ного уровня, а уровень, на котором слагаемое
находилось, очищается. Теперь сумма должна
быть продвинута дальше по уровню.Повторя-
ется проверка следующего уровня на нуль и
все описанные выше действия.

Программная реализация данного спосо-
ба суммирования требует некоторого увели-
чения затрат ресурсов по времени и памя-
ти: � машинных слов для 2� слагаемых и
максимум � операций сложения вместо од-
ной на каждомшаге. Однако такие затраты не
являются критическими, поскольку основное
время затрачивается на вычисление значений
функции.

3. АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ
ЧИСЛЕННОГО ЭКСПЕРИМЕНТА

Алгоритм решения задачи по неявной
схеме содержит дополнительный элемент —
решение системы линейных алгебраических
уравнений, что вызывает вопросы о возмож-
ном появлении дополнительной погрешно-
сти. Метод прогонки заключается в вычис-
лении прогоночных коэффициентов и ис-
пользовании рекуррентной зависимости для
определения искомых величин. Рекуррент-
ные формулы могут способствовать накоп-
лению погрешности округления, аналогично
численному интегрированию [1]. Для устра-
нения этой возможности была предпринята
попытка применения попарного суммирова-
ния. Однако результат такого видоизменения
алгоритма практически не отличается от ис-
ходного.

Матрица системы уравнений (7), решае-
мой на каждом временном шаге, имеет ме-
ру обусловленности - 1 � [3, 4]. Но в этом
случае может возникнуть экспоненциальный
рост погрешности при повторных шагах по
времени Æ � 9�--�. Этого не наблюда-
ется в реальном вычислительном процессе
(см. рис. 3, 4). Тем самым, теория может дать
верхние оценки погрешности, которые невоз-
можно использовать для практики.
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Все сказанное выше заставляет искать
причину погрешности в другом направлении.
В [1] подобная квадратичная зависимость по-
грешности округления от � наблюдалась при
фильтрации результатов вычисления второй
разностной производной. При решении сме-
шанной задачи также вычисляется вторая ко-
нечно-разностная производная. При этом по-
грешность округления определяется опера-
цией вычитания близких значений функции
6�� ���� � ��	

5�
� ��	

�$�����
� (где �� — ве-

личина порядка единицы последнего разря-
да числа в машинном слове), при вычислении
второй производной по �, поэтому увеличива-
ется как �� при увеличении �. Эта оценка и
подтверждается численным экспериментом.

Величину �� в литературе часто называ-
ют неустранимой погрешностью. Однако вли-
яние этой погрешности на результат в явной и
неявной схемах отличается существенно.

В неявной схеме устранить рост погреш-
ности, пропорциональный ��, где � — поря-
док старшей производной, по-видимому, не
удастся. При решении краевых задач теории
прочности приходится иметь дело с произ-
водными четвертого порядка. Поэтому по-
грешность, связанная с округлением значе-
ний искомой функции, будет зависеть от чис-
ла разбиений � как ��. При использовании
двойной точности (мантисса около 16 деся-
тичных разрядов) результат решения уже для
� � ���, скорее всего, не будет иметь ни одной
верной значащей цифры.

В явной схеме накопление происходит по
другим законам и от порядка производной не
зависит.

ВЫВОДЫ

Методы численной фильтрации позволи-
ли с помощью устранения погрешности чис-
ленного метода изучить характер погрешно-
сти округления при решении смешанной за-
дачи двумя методами.

Результаты эксперимента показали, что
погрешность округления в ряде случаев ока-
зывается существенно меньшей, чем это мож-
но было ожидать, и отличается от общеиз-
вестных (грубых) оценок. Это объясняется
несоответствием модели предельной погреш-
ности (предполагающей, как в интервальной
математике, «наихудший случай») фактиче-
ской реальности.

При решении по явной схеме погреш-
ность определяется механизмом накопления
погрешности округления при вычислении
сумм [1] (зависит от числа разбиений  по

статистическому закону как
�
 ) и это на-

копление устраняется попарным суммирова-
нием.

При решении методом конечных разно-
стей численная погрешность определяется
погрешностью численного дифференцирова-
ния, связанной с округлением значений иско-
мой функции, которая для второй производ-
ной оценивается как 10�-�� [1], где! —дли-
на мантиссы в десятичных разрядах.

Отсутствие надежных оценок погрешно-
сти округления приводит либо к получению
неверных результатов, либо к необходимости
решения несуществующих проблем. В каче-
стве примераможно привести работу [7], в ко-
торой авторы приходят к необходимости при-
менения надстройки к комплексу OrCAD, ко-
торая довольно сложным способом помога-
ет избежать отказов, связанных с точностью,
устойчивостью вычислительных процессов, с
одной стороны, и накоплением погрешности
округления при численном интегрировании,
с другой. На самом деле авторы комплекса
OrCAD, не имея надежной информации о по-
грешности округления, использовали для ее
оценки грубую линейную модель. Использо-
вание результатов, полученных в данной ра-
боте, позволит избежать таких ситуаций, а
использование фильтрации и визуализации
ее результатов в промышленных и исследо-
вательских программных комплексах позво-
лит уменьшить требования к ресурсам, с од-
ной стороны, и существенно увеличить на-
дежность получаемых результатов вычисле-
ний, с другой.
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