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ОНЕЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХУРАВНЕНИЯХ
С ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙАЛГЕБРОЙМЕДЛЕННОГО РОСТА

Предложен новый подход классификации интегрируемых нелинейных уравнений, основан-
ный на исследовании структуры характеристической алгебры. Для уравнения синус-Гордона
построен базис характеристической алгебры. Нелинейное гиперболическое уравнение; харак-

теристическая алгебра; характеристическое уравнение; интеграл; базис

ВВЕДЕНИЕ

Рассматриваются нелинейные уравнения вида

'�� � ��'� '��# ���

В работе [1] показано, что нелинейное уравне-
ние (1) при � � ��'�, обладающее высшими сим-
метриями, сводится к одному из следующих:

'�� � 2�� ���

'�� � 	
�'� ���

'�� � 2� � 2���# ���

Уравнение (2) было впервые проинтегрирова-
но Лиувиллем еще более ста лет тому назад, а
уравнения (3) и (4) в конце 70-х годов методом
обратной задачи теории рассеяния.
Известно, что симметрийный подход (см.

[2, 3]) для классификации скалярных интегриру-
емых нелинейных гиперболических уравнений в
общей ситуации наталкивается на серьезные труд-
ности и не приводит к успеху. С другой сторо-
ны, условием полной интегрируемости в квадра-
турах уравнений (1) является конечномерность
алгебры Ли, связанной с так называемым харак-
теристическим уравнением (характеристической
алгебры), а условием интегрируемости методом
обратной задачи рассеяния – наличие конечно-
мерного представления характеристической алге-
бры (см. [4]).
Понятие характеристической алгебры для экс-

поненциальных гиперболических систем уравне-
ний введено в работе [5].
В настоящей работе для решения классифика-

ционной задачи используется подход, основанный
на исследовании структуры характеристической
алгебры.
Рассмотрим набор независимых переменных

'� '�� '�� '�� '�� # # # � '
� '
� # # # �

где

'� � '�� '� � '�� '� � '��� '� � '��� # # #

Определим �-характеристическую алгебру Ли
� уравнений (1). Для этого введем понятие сим-
метрии.

Определение.Функция

3 � 3 �'� '�� '�� '�� '�� # # # � '
� '
�

называется симметрией уравнения (1), если она
удовлетворяет определяющему уравнению

443 �
"�

"'�
43 �

"�

"'
3#

Здесь 4 �4� – оператор полного дифференциро-
вания по переменной � ��� в силу уравнения (1).

Например,

4 �

��
���

'���
"

"'�
�

��
���

4������
"

"'�
# ���

Известно (см. [2]), что любая симметрия 3
уравнения (1) представима в виде

3 � %�'�� '�� # # # � '
� � %�'� '�� '�� # # # � '
��

где % и %, в свою очередь, есть симметрии уравне-
ния (1).
Обозначим через 
 множество локально-ана-

литических функций, зависящих от конечного
числа переменных '� '�� '�� # # # � '
� # # # � то есть


 � �% � %�'� '�� '�� # # # � '
�� , � �� �� # # # �#

Оператор4 на этом классе функций действует
по правилу (см. (5))

4% � '�
"%

"'
�

��
���

4������'��
"%

"'�
#

Далее через 
� и 
� обозначим следующие
векторные поля


� �

��
���

4������
"

"'�
� 
� �

"

"'
# ���

Отметим, что

4 � '�
� � 
�# ���


-характеристическая алгебра Ли уравнения
(1) есть алгебра �, порожденная элементами

� и
�.
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Пусть5
 – линейное пространство коммутато-
ров длины , � �, , � �� �� # # # . Например, 5� – ли-
нейная оболочка векторных полей
�,
�, а 5� по-
рождается элементом [
�, 
�] и т. д. Тогда харак-
теристическую алгебру Ли � представим в виде

� �

��
���

5�#

Аналогично вводится �-характеристическая алге-
бра Ли � уравнения (1)

� �

��
���

5�#

Вработе показано, что ограничение на порядок
роста размерности пространств 5
 и 5�, а именно
не более чем на единицу, по крайней мере на пер-
вых шагах, полностью определяет правую часть
уравнения (1). При этом полученный список урав-
нений совпадает с известным списком интегриру-
емых уравнений.

1. УРАВНЕНИЯ КЛЕЙНА-ГОРДОНА

В этом параграфе рассматриваются уравнения

'�� � ��'�# ��#��

Оператор полного дифференцирования 4 на
множестве функций 
 определяется так:

4 �

��
���

'���
"

"'�
#

Справедливо следующее утверждение:

Лемма 1.1. Пусть векторное поле � имеет вид

� � ��
"

"'�
� ��

"

"'�
� ��

"

"'�
� # # # �

�� � ���'� '�� '�� # # # �� � � �� �� �� # # #

Тогда �4��� � 
, если и только если � � 
#

Доказательство. Имеем

�4��� �

� �4����
"

"'�
� 4����

"

"'�
� 4����

"

"'�
� # # # � �

� ���
"

"'
� ��

"

"'�
� ��

"

"'�
� # # # � � 
#

Таким образом, получаем, что

�� � 
� 4���� � �� � 
� 4���� � �� � 
� # # #

и, следовательно, �� � 
 для � � �� �� �� # # # .

Лемма доказана.

Далее, так как4 и4 коммутируют и

�4�4� � �
� � '��4�
�� � �4�
���

то
�4�
�� � ��
�� �4�
�� � 
# ��#��

Пусть 
� � �
�� 
��. Используя тождество
Якоби и (1.2) получаем

�4�
�� � ���
�# ��#��

Положим

�
 �

�
���

5�� , � �� �� # # # #

Следует отметить, что операторы 
�, 
� – ли-
нейно независимы при ��'� �� 
.

Лемма 1.2. Размерность линейного простран-
ства �� равна двум тогда и только тогда, когда


� � 6
� � 
#

При этом правая часть уравнения (1.1) принима-
ет вид

��'� � �2���

где �� 6 – постоянные, � �� 
.
Доказательство. Пусть �
��� � �. Тогда,

так как


� � ��
"

"'
� ���'�

"

"'�
� # # # �

то 
� � 6�'�
�� согласно лемме 1 и формулам
(1.2) и (1.3) имеем

�4�
� � 6
�� � ���
� �4�6�
� � 6�
� � 
�

Последнее соотношение эквивалентно следующей
системе уравнений

�� � 6� � 
� 4�6� � 
#

Следовательно 6— const и � � �2��.

Лемма доказана.

Таким образом, нелинейное уравнение (1.1)
c двумерной характеристической алгеброй Ли �
сводится к уравнению Лиувилля (2).
Пусть
� � �
�� 
��,
� � �
�� 
��. Используя

тождество Якоби и (1.2), (1.3) получаем

�4�
�� � ����
�� �4�
�� ���
���
�# ��#��

Далее будем предполагать, что размерность
линейного пространства�� равна трем и покажем,
что случай, когда �
��� � �, не реализуется.
Действительно, если �
��� � �, то


� � 6�
� � 6�
� и 
� � 6�
� � 6�
�� ��#��

где 6� � 6��'� '�� '�� # # # �� 6� � 6��'� '�� '�� # # # �� � �
� �� �#
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Первое соотношение (1.5), согласно утвержде-
нию леммы 1 и формулам (1.2)–(1.4) эквивалент-
но соотношениям

4�6�� � 
� 6�� � ��� � 6��� � 
� 4�6�� � 
#

Поэтому 6�� 6� — постоянные и

��� � 6��� � 6�� � 
# ��#��

Второе соотношение (1.5) эквивалентно следу-
ющей системе уравнений

4�6�� � 6�� � 
� 6�� � 6��� � 
�

4�6�� � 6�� � �� � 
#

Из последнего уравнения следует, что 6� —
const, т. е. �� � 6�� . Тогда, как показано выше,
�
��� � �.
Пусть теперь �
��� � �. Тогда, используя

Лемму 1.1 и формулы (1.2)–(1.4), получаем, что
либо


� � 6�
� � 6�
� � 6�
�

и, следовательно,

4�6�� � 6�6�� � 
� ��� � 6�� � 6��� � 
�

4�6�� � 6��� � 6�6�� � 
� ��#��

либо

� � 6�
� � 6�
� � 6�
�

и тогда

4�6�� � 
� 6�� � 6��� � 6���� � 
�

4�6�� � �� � 
� 4�6�� � � � 
# ��#��

Согласно первому и третьему уравнениям
(1.7) 6�� 6� — const, 6� � 
 (иначе �� � 6�� , тогда
�
��� � �) и функция � удовлетворяет уравне-
нию ��� � 6��� � 6�� � 
.
Если выполнено (1.8), то � � 
.
Таким образом, справедливо следующее утвер-

ждение.

Лемма 1.3. Размерность пространства ��, по-
рожденного операторами
�,
�,
�,
� и
�� рав-
на 4 тогда итолькотогда, когда функция � удовле-
творяет уравнению вида

��� � ��� � �� � 
� ��#��

где �� � — const и �� �� 7� .При этом 
� � �
� �
� �
�.

Далее будем считать, что выполняется условие
леммы 1.3. Введем операторы длины 4:


� � �
�� 
�� и 
� � �
�� 
��#

Используя тождество Якоби нетрудно показать,
что
� � �
�. Поэтому �
��� � �.

Замечание. Если
� � 
, то � � 
 и равенство
(1.9) принимает вид

��� � �� � 
#

Тогда уравнение (1.1) сводится к уравнению синус-
Гордона (3).

С помощью формул (1.2)–(1.4), получаем, что

�4�
�� � ��� � ����
�# ��#�
�

Легко проверить, что �
��� � �. Теперь вве-
дем операторы длины 5:


� � �
�� 
��� 
� � �
�� 
��� 
�� � �
�� 
��#

Оператор
� � ��
� � 
��. Поэтому �
��� � �.
Далее нетрудно показать, используя (1.2)–

(1.4), (1.10), что

�4�
�� � ��
�� � ��� � ����
��

�4�
��� � �� � �����
�# ��#���

Отметим, что случай �
��� � � не реализует-
ся. При выполнении условия, что �
��� � � име-
ем


�� � 
 и � � ����

тогда уравнение (1.1) приводится к уравнению
Цицейки (4).

2. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА
УРАВНЕНИЯ СИНУС-ГОРДОНА

В этом параграфе мы приведем краткое описа-
ние �-характеристической алгебры Ли � уравне-
ния

'�� � 2� � 2��# ��#��

Введем кратные коммутаторы следующего
специального вида


������� �  *�� # # #  *����
�� �  *	� � �
	 � � �#

Тогда линейное пространство 5
 есть линейная
оболочка элементов 
������� � где �� � �� �� � �
� �� # # # � ,#
Выделим элементы вида

�
 � 
�������� �
 � 
��������#

Теорема. Для уравнения синус-Гордона (2.1)
справедливы равенства

�
�5
 �

�
�� при , � ���

�� при , � �� � ��
� � � �� �� # # # #

��#��
При этом линейное пространство 5�� порожда-
ется векторным полем 
�������, а 5���� — полями

������� и
��������#

Доказательство. Элементы 
�� 
� и 
�

определены в ��. Здесь мы, для удобства, поло-
жим 
� � �
�� 
��# Тогда пространство 5� — есть
линейная оболочка элементов �
�� 
��� �
�� 
��#
Используя тождество Якоби и соотношения

�4�
�� � ��2� � 2���
�� �4�
�� � 
�

�4�
�� � ��2� � 2���
��
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�4�
�� � ��2� � 2���
� � �2� � 2���
�� ��#��

получаем, что

�4� �
�� 
��� � 
#

Следовательно, согласно Леммы 1, �
�� 
�� � 

и, поэтому 5� порождается элементом �
�� 
�� �
� 
����#
Обозначим
� � �
�� 
��, тогда �4�
�� � �2��

� 2���
�#
Пространство 5� — есть линейная оболочка

элементов �
�� 
��� �
�� 
��� �
�� 
��# Исполь-
зуя тождество Якоби имеем

�
�� 
�� � �
�� 
��#

Поэтому 5� порождается элементами �
�� 
�� �
� 
������ �
�� 
�� � 
�����#
Далее пусть
� � �
�� 
��, тогда

�4�
�� � ��2� � 2���
� � �2� � 2����
�� 
���

�4�
������ � �2� � 2���
�#

Линейная оболочка 5� порождается элемента-
ми

�
�� 
��� �
�� 
��� �
�� 
���

�
�� 
������� �
�� 
������#

Используя тождество Якоби, имеем

�
�� 
�� � ��
�� 
������ � �
�� 
��#

Нетрудно показать, что

�4� �
�� 
������� � �2� � 2���
� � �4�
���

следовательно, �
�� 
������ � 
�# А также, так как

�4� �
�� 
������� �

� ��2� � 2����
�� 
������ � �2� � 2���
��

�4� �
�� 
��� � ��2��2����
�� 
��������2��2���
��

то �
�� 
������ � �
�� 
�� и �
�� 
�� � 
.
Значит 5� порождается элементом �
�� 
�� �

� 
������.
Пусть
��� � �
�� 
��, тогда

�4�
���� � �2��2���
���2��2����
�� 
��� ��#��

�4� �
�� �
�� 
���� �

�2� � 2���
��� � �2� � 2����
�� 
����� ��#��

�
	 � 
��	��� � 
� 8 � �� �� # # # � ��#��

�
	 � 
��������� � 
� 8 � �� �� # # # # ��#��

Так как
�4� �
�� 
����� �

� ��2� � 2����
�� �
�� 
��� � �2� � 2���
��

и
�4� �
�� �
�� 
���� �

� ��2� � 2����
�� �
�� 
��� � �2� � 2���
�� ��#��

то
�
�� 
���� � �
�� �
�� 
���# ��#��

Предположим, что 5���� порождается элемен-
том �
�� 
�����. Заметим, что

�
�� 
����� � 
#

Тогда линейная оболочка 5�� порождается
элементами

�
�� 
������ �
�� 
������

�
�� 
������ # # # � �
	 � 
���������#

Согласно формулам (2.6) и (2.7) видно, что
все эти элементы, кроме первых двух, рав-
ны нулю. Значит 5�� порождается элементами
�
�� 
������ �
�� 
����� и

�4� �
�� 
������ �

� ��2��2����
�� �
�� 
��������2��2���
���� �

� �2� � 2���
����#

Теперь пусть имеем 5��, порожденное элемен-
тами �
�� 
������ �
�� 
�����, тогда 5���� — есть
линейная оболочка элементов

�
�� 
���� �
�� 
���� �
�� �
�� 
�������

�
�� �
�� 
������� �
�� 
������ # # # � �
	 � 
���������#

Из соотношений (2.6) и (2.7) следует, что

�
�� 
����� � �
�� 
����� � # # # � �
	 � 
��������� � 
�

а из (2.4), (2.5) имеем

�4� �
�� �
�� 
������� �

� �2� � 2���
���� � �2� � 2����
�� 
����� �

� �4�
������

то есть �
�� �
�� 
������ � 
����#
Соотношения (2.8) и (2.9) принимают вид

�
�� 
��� � �
�� �
�� 
������ �

� ��2� � 2���
���� � �2� � 2���
���� � 
#

Следовательно 5���� порождается элементом
�
�� 
���# Таким образом, из принципа матема-
тической индукции вытекает справедливость ра-
венств (2.2).

Теорема доказана.

Таким образом, базис �-характеристической
алгебры Ли � состоит из элементов


�� 
�� 
��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� # # #

# # # � ��
� ��
��� ��
��� # # # #

Отметим, что в работе [6] уравнение синус-
Гордона представлено как квадратичная система
и в ней предложен другой базис характеристиче-
ской алгебры.
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3. УРАВНЕНИЯ *�� � �
*� *��


-характеристическая алгебра Ли � уравне-
ния (1) порождается векторными полями


� �

��
���

4������
"

"'�
и 
� �

"
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а �-характеристическая алгебра Ли� полями
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Напомним, что
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5�� , � �� �� # # # �

где5
�5
�—линейная оболочка векторных полей

��������� (����������) (см. разд. 2).
Классификация уравнений (1) основана на

предложении.

Лемма 3.1. Пусть
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то �4�
 � � 
 и �4�� � � 
 тогда и только тогда,
когда
 � � � 
#

Исследование размерности линейных про-
странств�
� , � �� � приводит к следующему ре-
зультату:

� �
��� � �, если только уравнение (1) имеет
вид
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� �
��� � �, если

'�� � ��'��� �� � '�
�

� .� .— const ��#��

либо
'�� � 2���'��� ��� � '� � 
 ��#��

либо

'�� � $�'�'� � �� � — const �� 
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��#��
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где функция � удовлетворяет следующей системе
уравнений
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где функция � удовлетворяет следующей системе
уравнений
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Уравнения вида '�� � 2���'�� можно запи-
сать так:

9� � 2�� '� � %�9�#

Последнее сводится к уравнению

9�� � 9�%�9�# ��#�
�

Задача об интегрировании уравнений (3.2),
(3.3) и (3.7)–(3.9) сводится к интегрированию
обыкновенного уравнения, поэтому далее мы их
рассматривать не будем.
Интерес представляет уравнение (3.6).
Линейное пространство �� порождается поля-

ми
��� ��� �� � ���� ����

�� � ���� ��� и �� � ���� ���#

Для уравнения (3.6), как отмечено выше,
�
��� � �� а именно

�� �
�

���'��
��� � '����# ��#���

Далее рассмотрим пространства ��� ���
порожденные операторами �� � ���� ����
�� � ���� ��� и �� � ���� ���� �� �
� ���� ���� ��� � ���� ��� соответственно.
Для уравнения (3.6) имеем

�� � ��'�
��

��� ��� �
�'�
��

�� � ���

поэтому �
��� � �� �
��� � �#При �
��� � �
получаем, что

$�� � 
 и � � �.�#

При $ � ' уравнение (3.6) растяжением незави-
симых переменных функции ��'�� приводится к
виду

'�� � �'��'��� �'� ����� � �'��
� � ��
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которое связано с уравнением 9�� � 2��2��� диф-
ференциальной подстановкой (см. [7])

9 � ��

�
���'� ���#

Если �
��� � �
��� � �� � � �� �, то

'�� � $�'���'��� $�� � 6�$� 6�$
� � 
�

�� � '�
�

� .� 6�� 6�� .— const# ��#���

При . � 
 для функции $ � 	
�' уравнение (3.12)
связано с уравнением 9�� � 	
� 9 дифференциаль-
ной подстановкой 9 � ���	
�'� � ', а при $ � '—
подстановкой 9 � ���	
�'�.
Отметим, что полученный список интегрируе-

мых уравнений совпадает с известным списком.
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С. В. ХАБИРОВ

ОДНОМЕРНЫЕ ДВИЖЕНИЯТЕРМОВЯЗКОЙЖИДКОСТИ

Модель термовязкой жидкости допускает бесконечную группу преобразований. Любая дву-
мерная подгруппа бесконечной нормальной подгруппы дает инвариантную подмодель неста-
ционарных одномерных движений. Все они сводятся к системе из трех параболических урав-
нений 2-го поряда для двух обобщенных скоростей, температуры и уравнению для давления

типа закона Дарси. Гидродинамика; инвариантная подмодель

ВВЕДЕНИЕ

Модели движения жидкости с вязкостью, за-
висящей от температуры или концентрации лег-
ких включений, применяются для описания раз-
личных технологических [1] и природных про-
цессов [2]. Уравнения модели допускают беско-
нечную группу симметрий, что позволяет нахо-
дить множество упрощенных подмоделей и точ-
ных решений. В работах [3, 4] был произведен

предварительный групповой анализ модели, в ко-
тором классифицированы инвариантные подмо-
дели рангов 3 и 2.Физическая интерпретация дви-
жений, описываемых инвариантными подмоделя-
ми, есть трудная задача. Здесь дана физическая
трактовка движений для инвариантных подмоде-
лей, построенных на двумерных подалгебрах из
бесконечного идеала допускаемой алгебры. Эти
подмодели называются одномерными нестацио-
нарными движениями и получены в работах [4, 5].
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