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Аннотация. Разработан алгоритм численного моделирования электрохимической обработки на примере зада-
чи прорезания пазов эллипсоидальным электрод-инструментом. Проведен вычислительный эксперимент с 
различными способами задания сетки узловых точек на анодной поверхности. Проведены исследования для 
эллипсоидального электрод-инструмента с различными соотношениями полуосей и различной продолжитель-
ностью процесса. Проведена оценка погрешности с использованием численных данных, полученных для сеток 
с разным числом узлов и разной величины шага по времени.  
Ключевые слова: нестационарный процесс, метод граничных элементов, равномерная сетка.

1ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим нестационарную задачу элек-
трохимической обработки (ЭХО) с помощью 
электрод-инструмента (ЭИ) некоторой формы. 

ЭИ движется внутри заготовки со скоростью etV

под некоторым углом  к оси абсцисс. Началь-
ное отверстие в заготовке имеет некоторую 
форму, разность потенциалов между электрода-
ми равна U. Форма межэлектродного простран-

ства (МЭП) показана на рис. 1. 
Процесс электрохимического растворения 

определяется законами Фарадея и Ома [1] 

EkVecm  ,  jE , k ,  (1) 

где E, j – напряженность и плотность тока на 

границе анода;  – электропроводность элек-

тролита;  j  – выход по току;  – электро-

химический эквивалент;  – плотность раство-
ряемого материала. 

При моделировании ЭХО будем использо-
вать определенные допущения, позволяющие 
разработать модели, которые могут быть иссле-
дованы с помощью современных компьютерных 
средств. Электрическое поле считается потен-
циальным и соленоидальным. Отсюда следует, 

что потенциал  YX ,  удовлетворяет уравне-

нию Лапласа 0 . 

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ. 
Грант № 17-07-00356. 

Рис. 1. Схема МЭП:  

ADB – обрабатываемая поверхность (анод); 

C – ЭИ (катод) 

Для задач ЭХО границы, как правило, бы-

вают двух типов: непроницаемые (поверхности 

изолированных частей электродов) и рабочие 

поверхности электродов. На непроницаемых 

границах и границах, являющимися линиями 

тока, нормальная составляющая напряженности  

0





n
En .   (2)

На границах, соответствующих электродам, 

величина потенциала на аноде и катоде 

0a , Uc  .  (3)

При решении нестационарной задачи грани-

ца ЭИ движется, как показано на рис. 1 со ско-

ростью Vet. Граница детали также подвижна, 

нормальная скорость ее движения определяется 

уравнением (1). 
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Формулировка нестационарных задач 

Перейдем к безразмерным величинам. 

Для этого из (1) определяется величина стацио-

нарного зазора l в задаче об обработке плоским 

горизонтальным ЭИ 

l

U
kkEVV necmet  ,  

etV

kU
l  .   (4) 

Безразмерные величины x, y,  и  опреде-

ляются следующим образом: 

lXx  , lYy  , 

 t
l

kU
t

VkU

V
t

l

V

et

etet

2
 , U .     (5) 

При этом 




 cos
1

cos
dt

dY

Vd

dy
v C

et

C
et , 1etv . (6) 

Представим (1) в безразмерном виде 

n
nd

d









.       (7) 

Здесь      ,,, pypx aa  – вектор-

функция, задающая обрабатываемую поверх-

ность;  ,pxa ,  ,pya  – координаты точки на

обрабатываемой поверхности; p – параметр, 

определяющий положение точки на обрабаты-

ваемой поверхности; n – единичный вектор 

внешней нормали к поверхности обрабатывае-

мой заготовки. 

Перемещение ЭИ в процессе обработки 

можно определить следующим образом: 

 cos
dt

dxc
,  sin

dt

dyc
(8) 

(на рис. 1 предполагается, что <0). 

При численном решении безразмерное 

время дискретизируется, т. е. разбивается на 

некоторое количество шагов, на каждом шаге 

решается краевая задача для уравнения 

Лапласа  

0  с условиями 0a , 1c . (9)

При этом определяются нормальные произ-

водные 
n


. Далее, согласно (7) и (8), производит-

ся шаг по времени (например по методу Эйлера) 

txc  cos , tyc  sin ,        (10) 

t
n

x n
aa 




 cos , t

n
y n

aa 



 sin ,     (11) 

где 
n

a  – угол наклона внешней нормали к по-

верхности анода. 
Далее процесс повторяется.  

Известны решения задач ЭХО, полученные 

на основе методов конечных разностей и конеч-

ных элементов [2–4], граничных элементов [5–8]. 

Тем не менее, возникает много вопросов о по-

грешностях полученных численных решений. 

Метод граничных элементов 

Решение краевой задачи для уравнения 

Лапласа с граничными условиями первого рода 

(9) на основе интеграла Грина сводится к гра-

ничному интегральному уравнению [7, 9]: 







 



d
n

r

r
)(

),(

1

2

1
)(

2

1







 



,
)(

),(

1
ln

2

1
d

nr
,  (12) 

где ),( YX  – точка наблюдения, ),( YX  – 

точка расположения источника; ),( r  – рас-

стояние между точкой наблюдения и источни-

ком.  

Для решения интегрального уравнения (12) 

будем использовать метод граничных элемен-

тов. Для упрощения расчетов, следуя [7], будем 

использовать постоянные граничные элементы, 

в которых потенциал и напряженность электри-

ческого поля имеют постоянные значения. 

Разобьем границу Г на n прямолинейных 

граничных элементов. Расчетные точки (узлы) 

расположим в середине граничного элемента. 

Дискретная форма уравнения (12) будет иметь 

вид 

  


n

m

n

m
mkmmkmk GF

1 12

1
,   (13) 

где 

   


 


d
r

G

m
k

km
),(

1
ln

2

1
, 







 



d
n

r

r
F

m
k

km
),(

1

2

1
       (14) 

(при наличии особенности во втором интеграле 

в (14) берется его главное значение). Интегралы, 

входящие в (14), вычисляются точно. 

Пусть расстояния от середины k-го элемента 

до начала и конца m-го элемента равны 
b
kmr  и

e
kmr ,

b
km ;

e
km  – углы между отрезками, соеди-

няющими середину k-го граничного элемента с 

начальной и конечной точкой m-го граничного 

элемента, соответственно, и внешней нормалью 

к m-му граничному элементу при прохождении 

границы в положительном направлении (таким 

образом, что область межэлектродного про-

странства всегда находится слева), ml  – длина
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m-го граничного элемента. При этих обозначе-

ниях значения коэффициентов kmG  и kmF  в

(13) равны 

 


 )1(lnsin
2

1 e
km

e
km

e
kmkm rrG

 )1(lnsin b
km

b
km

b
km rr

 ,,)(cos kmr b
km

e
km

b
km

b
km   

      ,),1
2

(ln
2

1
km

l
lG m
mkm 


    (15) 














.,0

,,

2

1

km

km
F

b
km

e
km

km          (16) 

Знак «–» в (15) выбирается при проходе 

вдоль анода (против часовой стрелки), «+» вы-

бирается при проходе вдоль катода (по часовой 

стрелке). 

Подставляя в систему уравнений (13) гра-

ничные условия постоянства потенциала на ка-

тоде и аноде, получим систему линейных алгеб-

раических уравнений (СЛАУ) для расчета нор-

мальных производных на элементах 

 


n

m
mkmk

n

m
mkm FG

11

'

2

1
, nk ,1 .  (17)

Алгоритм решения задачи 

Как было указано выше, разобьем границы 

анода и катода на n1 и n2 прямолинейных гра-

ничных элементов соответственно. Координаты 

начальных и конечных точек этих элементов 

, 

  21,1,, nnmyx e
m

e
m  , 

при этом 

 ,, 11
b
m

e
m

b
m

e
m

b
m yyyxx  

 1,,2 121  nmnnm ,     (18) 

 ,,
11

11
b
m

e
n

be
n

b yyyxx 

e
nn

b
n

e
nn

b
n

yyxx
211211 11

,


 .

Здесь элементы пронумерованы последователь-

но, сначала анод, затем катод, при этом сохра-

няется положительное направление обхода.  

Координаты середин элементов: 

 












 


2
,

2
,

e
m

b
m

e
m

b
mc

m
c
m

yyxx
yx , 

21,1 nnm  .  (19) 

Подставляя в систему уравнений (17) гра-

ничные условия постоянства потенциала на 

аноде и катоде (9), получим СЛАУ для расчета 

нормальных производных на элементах 

00
21

1

21

11

'  








nn

nm
km

nn

m
mkm FG , 1,1 nk  , 

1
2

1 21

1

21

11

'  








nn

nm

km

nn

m

mkm FG , 

  211 ,1 nnnk   .     (20) 

Матрица СЛАУ – заполненная, поэтому для 

решения задачи можно применить, например, 

метод Гаусса. 

Полученные значения нормальных произ-

водных используются на следующих шагах ал-

горитма решения нестационарной задачи.  

Способ сдвига узлов заключается в перво-

начальном сдвиге угловых точек полигона 

(рис. 2). 

Рис. 2. Сдвиг вершин полигона 

При этом сдвиг поводится по средневзве-

шенным значениям напряженностей и углов 

mm

n
mm

n
mmav

m
ll

ll










1

11
, 1,2 nm  , 

1

11

1

1

11

ll

ll

n

nn
nnav




  .        (21) 

mm

mmmmav
m

ll

ll










1

11 , 1,2 nm  , 

1

11

1

1

11

ll

ll

n

nnav




 .   (22) 

Формула шага по методу Эйлера анало- 

гична (11) 

tx av
m

av
m

e
m  cos ,  

ty av
m

av
m

e
m  sin , 1,1 nm  .  (23) 

Затем применяются формулы (18), (19) для 

вычисления 
b
m

b
m yx , , 

c
m

c
m yx , . 

Тестирование алгоритма и программы 

Рассмотрим задачу об эллипсе внутри эл-

липса (рис. 3, а). 

  21,1,, nnmyx b
m

b
m 
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   а           б  
Рис. 3. Образы МЭП в задаче  
об эллипсе внутри эллипса:  
а – физическая плоскость;  

б – параметрическая плоскость 

Задача решена в параметрическом виде в [10]. 
В качестве параметрической плоскости выбира-
ется кольцо плоскости z (рис. 3, б) 

  









z

r

r

zg
zz

2
1 ,  














 1

2

2
11

1
g

z

g

z
rzz  pr  .   (24)

При этом 














 1ln

ln

1
ln
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1
2

2
11

g

z

g

z
r

p
z

p
, 

22
1

1

ln

1

gzp
E



 . 

На рис. 4 приведены результаты фильтрации 
[11, 12] решения системы уравнений (20). Пока-

заны значения na   и nc   в точках с 

наибольшей погрешностью. 
Чтобы улучшить результат вычисления 

напряженности, используется следующее рас-
пределение узлов на катоде  

mi
m ez


 , 211 ,1 nnnm  , 

       
























 /arctg2arctgarctg

1n

m
m .    (25)

На рис. 4 приведены результаты расчетов 

при =5 для отношения полуосей катода 

1.01 k . Оценка погрешности показывает 4

верных знака на аноде и 3 знака на катоде для 
n=320, что вполне приемлемо для расчетов.  

Вычислительный эксперимент 
Зададим начальную форму МЭП в соответ-

ствии с (24) (эллипс в эллипсе, см. рис 3, а). 
Зададим отношение полуосей внутреннего эл-
липса (ЭИ) 

       
 
  22

22

1

1
1

Re

Im

rp

rp

pz

ipz
k




 , (26) 

а также отношение больших полуосей внешнего 
и внутреннего эллипса 

 
  22

2

1

1
2

1

Re

1Re

rp

r
p

pz

z
k




 . (27) 

а

б
Рис. 4. Результаты вычисления напряженности: 

а – на аноде; б – на катоде 

Величину g выберем так, чтобы полуши-

рина внутреннего эллипса равнялась заданному 

значению L  

1

2
2 


r

r
Lg .    (28) 

Решая систему уравнений (26), (27), 

найдем r и p: 

1

1

1

1

k

k
pr




 ,

1

1
2
22

1

1

k

kkk
p




 .          (29) 

На рис. 5 представлены результаты чис-

ленного решения задачи для =–/2 (движение 

ЭИ вертикально вниз) L=1; k2=1,5; n=320; 

k2=1,5; k1=0,1. При расчете шаг по безразмерно-

му времени =0,01, на рисунке показаны кон-

фигурации при 10,,2,1,0  j . 

При увеличении  видно расхождение уз-

лов, что приводит к потере точности и устойчи-

вости решения.  

На рис. 6 приведены результаты расчетов 

процесса при движении ЭИ вниз под углом –/4 

со сгущением узлов на аноде по формуле (25) 

при 5 . Несмотря на начальное сгущение 

узлов их расхождение с течением времени 

ухудшает результаты расчетов. 
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Рис. 5. Обработка эллипсоидальным ЭИ при движе-

нии вниз при k1=0,1.  

Шаг по времени =1, 10max 

Рис. 6. Обработка эллипсоидальным ЭИ при движе-

нии под углом для k1=0,2 со сгущением ( 5 ).  

Шаг по времени =1, 8max   

Поэтому было решено использовать рав-

номерное по длине  sl  разбиение анодной гра-

ницы. 

При совершении шага очередная конфигу-

рация mm yx , nm ,0 интерполируется 

сплайнами (отдельно  sx ,  sy  и  sl  – длина

участка границы, отсчитываемая от 0-й точки; 

изначально msm  ), задается положение узлов 

ml , и решаются уравнения по определению па-

раметра mss  , при котором   mm lsl  . Коор-

динаты m-го узла с помощью сплайнов заменя-

ются на    m

e

mm

e

m sysx , . Рис. 7 показывает су-

щественное улучшение картины. 

Рис. 7. Обработка эллипсоидальным ЭИ для k1=0,1. 

Шаг по времени =1, 10max 

Это позволяет расширить диапазон иссле-

дуемого времени процесса. На рис. 8 диапазон 

расширен в 10 раз. За счет удлинения границы 

анода узлы расходятся, однако это не носит та-

кого катастрофического характера, как без регу-

лирования положения узлов в процессе реше-

ния.  

Рис. 8. Обработка эллипсоидальным ЭИ 

для k1=0,1 под наклоном /4.  

Шаг по времени =10, 100max 
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Чтобы найти границы диапазона max , в 

котором можно производить вычисления по 

этой схеме, был произведен эксперимент по 

увеличению max  в два раза. При 100max 

погрешность визуально не обнаруживается 

(рис. 9), но при 100  в нижней части карти-

ны возникает расширение, увеличивающееся с 

возрастанием   (рис. 10).  

Для визуализации погрешности на рис. 11 

изображены участки анодной границы в изме-

ненном масштабе. На рис. 11, а ( 100max  ) 

расширение границы не превышает 1%, на 

рис. 11, б ( 200max  ) около 4 % (в отношении 

к полуширине паза). Для большей наглядности 

на рис. 12, а картина растянута в ширину. 

Цифрой 1 обозначено решение для 100max  ; 

цифрой 2 – 200max  . Становится видным ко-

лебание границы для 200max  . Было отмече-

но, что в связи с начальной погрешностью 

(порядка 10-16) вычисления x-координаты пер-

вой точки сетки возникает ненулевая проекция 

вектора напряженности на ось x, увеличиваю-

щая сдвиг точки в ту же сторону при шаге по 

времени. При длительном процессе сдвиг суще-

ственно увеличивается, и первая точка смеща-

ется на боковую часть границы. 

Рис. 9. Обработка эллипсоидальным ЭИ 

для k1=0,1, =10, 100max 

Рис. 10. Обработка эллипсоидальным ЭИ 

для k1=0,1,   =20, 200max 

        а 

б 
Рис. 11. Визуализация погрешности: 

а – 100max  ; б – 200max 

Фиксация первой точки позволяет суще-

ственно уменьшить осцилляцию (кривая 3 на 

рис. 12, а). 

На рис. 12, б совмещены нижние части 

кривых для 100max   (кривая 1) и 200max   

(кривая 2). Отстояние кривых друг от друга в 

этом месте не превышает 5 % (в отношении к 

вертикальному зазору). 
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а

б
Рис. 12. Визуализация погрешности:  

а – средняя часть кривых;  

б – нижняя часть кривых ( 100max  )

Для оценки погрешности были проведены 

расчеты с разным числом элементов 21 nnn 

и разными шагами по времени  . Поскольку

основные расчеты проводились при n=320, 

01,0 , то проводилось последовательное 

уменьшение n в два раза и синхронное увеличе-

ние   в два раза. Это позволило одновременно 

оценить влияние на погрешность дискретизации 

по пространству и времени.  

а 

б 

Рис. 13. Оценка погрешности при 10max  :

а – вертикального зазора; б – бокового полуразмера 

На рис. 13 приведены результаты фильтра-

ции для 10max   двух характерных парамет-

ров: вертикального зазора и боковой полушири-

ны паза в точке, соответствующей началу эле-

мента с номером 41n . Буквой  обозначена 

оценка относительной погрешности (в отноше-

нии к рассматриваемому параметру). Результа-

ты фильтрации показывают, что при 10max 

прямой расчет позволяет достичь точности 3 и 

более значащих цифр, фильтрация позволяет 

увеличить точность на 2–3 цифры.  

Для 100max   (рис. 14) картина каче-

ственно сохраняется, однако видно, что по зазо-

ру максимальная точность немного превышает 

1 значащую цифру (конкретней 
1105,0 

или 5 % от величины зазора), а по боковому по-

луразмеру 2–3 знака (точнее 
3103  ). Филь-

трация позволяет существенно повысить точ-

ность, в особенности по зазору.  

а 

б 

Рис. 14. Оценка погрешности при 100max  : 

а – вертикального зазора; б – бокового полуразмера 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведен вычислительный эксперимент с 

различными способами задания узловых точек 

сетки на анодной поверхности, которая в неста-

ционарном процессе претерпевает большие рас-

тяжения. Была выбрана равномерная сетка на 
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каждом шаге. Для этого после каждого шага по 

измененной сетке строились сплайны (отдельно 

по x и y), и по сплайнам восстанавливалась рав-

номерная сетка.  

С помощью этого алгоритма были прове-

дены исследования для эллипсоидального элек-

трод-инструмента с различными соотношения-

ми полуосей и различной продолжительностью 

процесса max . Были получены результаты для 

10max  , 100max   и 200max  . 

Проведена оценка погрешности с исполь-

зованием численных данных, полученных для 

сеток с разным числом узлов и разной величины 

шага по времени.  
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