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Аннотация. Для описания процессов фильтрации в сложных трещиновато-пористых 
средах предложен ряд дробно-дифференциальных математических моделей диффу-
зионного типа. Для однофазной фильтрации неньютоновской жидкости с дробно-
дифференциальным уравнением состояния в пористой среде с естественной трещи-
новатостью получено нелинейное уравнение на давление, содержащее дробные 
производные Римана–Лиувилля по времени. Для моделирования однофазной филь-
трации жидкости в среде с сетью трещин предложена дробно-дифференциальная 
модификация закона Дарси и получено дробно-дифференциальное уравнение анизо-
тропной фильтрации. Также предложена дробно-дифференциальная модификация 
модели Баренблатта–Гильмана для неравновесной двухфазной противоточной ка-
пиллярной пропитки, учитывающая эффекты степенной памяти при релаксации си-
стемы к локальному равновесному состоянию. 

Ключевые слова: фильтрация; математическая модель; дробная производная; дроб-
но-дифференциальное уравнение; обобщенный закон Дарси. 


ВВЕДЕНИЕ 

Процессы переноса в трещиновато-

пористых средах часто обладают аномаль-

ной кинетикой протекания, то есть кинети-

кой, не подчиняющейся нормальной (гаус-

совой) статистике. Наличие в среде трещин 

приводит к возникновению эффектов про-

странственной нелокальности и, в ряде слу-

чаев, эффектов памяти, подчиняющихся 

различным степенным законам [1–3]. Мате-

матическим аппаратом, позволяющим адек-

ватно описывать такие процессы, является 

теория интегро-дифференцирования дроб-

ного порядка [4–6]. 

В Уфимском государственном авиаци-

онном техническом университете вопроса-

ми разработки и исследования математиче-

ских моделей с дробными производными 

Работа поддержана проектом № 1.3103.2017/4.6 

государственного задания Минобрнауки РФ. 

различных типов занимается исследова-

тельская группа лаборатории группового 

анализа математических моделей естество-

знания, техники и технологий (НИЛ ГАМ-

МЕТТ). Лаборатория ГАММЕТТ была со-

здана в 2011 г. под руководством ведущего 

ученого профессора Н. Х. Ибрагимова в 

рамках выполнения мегагранта по поста-

новлению Правительства РФ от 9 апреля 

2010 г. № 220. За время существования ла-

боратории ее сотрудниками был получен 

ряд важных результатов в области развития 

методов современного группового анализа 

для исследования различных видов матема-

тических моделей, в том числе представля-

емых дробно-дифференциальными уравне-

ниями с производными дробных порядков 

различных типов. С 2017 г. в рамках про-

ектной части государственного задания 

Министерства образования и науки РФ, вы-

полняемой коллективами исследователь-
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ских центров и научных лабораторий, кол-

лективом лаборатории ГАММЕТТ выпол-

няется научный проект по теме «Математи-

ческое и компьютерное моделирование 

процессов фильтрации в неоднородных 

коллекторах нефтегазовых месторождений 

на основе дробно-дифференциального под-

хода». Одним из направлений проекта явля-

ется разработка новых дробно-дифферен- 

циальных моделей фильтрации в трещино-

вато-пористых средах. 

В настоящее время предложено доста-

точно большое количество дробно-диф- 

ференциальных моделей процессов пере-

носа диффузионного типа [7–9]. Такие мо-

дели успешно используются, в частности, 

для описания процессов переноса приме-

сей в геологических формациях со слож-

ной и неоднородной внутренней структу-

рой [2]. Однако для описания фильтраци-

онных процессов в сложных неоднород-

ных пористых средах данный подход еще 

не нашел широкого применения и боль-

шинство предложенных на данный момент 

дробно-дифференциальных моделей яв-

ляются линейными. Вместе с тем при 

фильтрации в таких средах часто наблю-

даются нелинейные эффекты. Поэтому 

представляется актуальной проблема адапта- 

ции дробно-дифференциального подхода 

для моделирования процессов фильтрации 

в трещиновато-пористых средах и постро-

ение соответствующих нелинейных дроб-

но-дифференциальных математических моде- 

лей фильтрации. Построение таких моде-

лей, в частности, даст возможность более 

адекватно предсказывать объемы нефте-

добычи в пластах с естественной трещи-

новатостью, а также моделировать увели-

чение нефтеотдачи при реализации раз-

личных технологических воздействий на 

пласт (таких как гидроразрыв пласта [10]), 

приводящих к существенному изменению 

его структуры.   

НЕОБХОДИМЫЕ СВЕДЕНИЯ 

ИЗ ТЕОРИИ ДРОБНОГО  

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

Пусть функция )(xf  интегрируема в 

конечном интервале ),( ba . Тогда интегралы 
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называются, соответственно, левосторон-

ним и правосторонним дробными интегра-

лами Римана–Лиувилля порядка 0  [4]. 

Здесь )(z – гамма-функция. 

С использованием интегралов дробного 

порядка и оператора дифференцирования 

вводятся определения производных дробно-

го порядка. 

Левосторонней и правосторонней дроб-

ными производными Римана–Лиувилля по-

рядка 0  от функции )(xf  называются, 

соответственно, 
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где 1][ n  (см., например, [4]). 

Частные дробные производные по опре-

деленной независимой переменной для 

функции многих переменных получаются 

заменой производной в приведенных опре-

делениях частной производную по требуе-

мой независимой переменной. 

Многомерным аналогом интеграла 

дробного порядка )1,0(  в n-мерном про-

странстве 
n  является потенциал Рисса [4]: 
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– нормировочный множитель.

Уравнения, содержащие производные 

дробного порядка, принято называть диф-

ференциальными уравнениями дробного 

порядка или, кратко, дробно-дифферен- 

циальными уравнениями. 

При моделировании фильтрационных 

процессов часто возникают уравнения диф-

фузионного типа. Одно из классических 

дробно-дифференциальных обобщений од-
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номерного уравнения диффузии имеет вид 

[7, 11] 

 ,)1( 11

0 uDuDkuD bxxat

 

где )1,0(,,   и 0k . Данное уравнение 

может быть получено методом случайных 

блужданий с непрерывным временем [12] и 

описывает в общем случае процессы ано-

мальной диффузии, не подчиняющиеся 

нормальной (гауссовой) статистике. В част-

ности, если существует конечный второй 

момент 2x , то приведенное уравнение да-

ет tx ~2 , где )1/(2  . Случай 1  

соответствует классической (нормальной) 

диффузии. При 1  скорость расплывания 

диффузионного пакета оказывается больше, 

чем в классическом случае, и соответству-

ющий моделируемый процесс называется 

супердиффузей. При 1 , наоборот, диф-

фузионный пакет расплывается медленнее, 

чем в классическом случае, и процесс назы-

вается субдиффузией. Связь процессов ано-

мальной диффузии с устойчивыми негаус-

совыми законами распределения подробно 

обсуждается в работе [13]. 

ДРОБНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 

МОДЕЛИ ФИЛЬТРАЦИИ 

Основная идея моделирования заключа-

ется в замене реальной трещиновато-

пористой среды модельной однородной по-

ристой средой со степенной памятью и/или 

с пространственной нелокальностью. При 

этом реализуется неполное (сокращенное) 

описание фильтрационного процесса диф-

ференциальным уравнением дробного по-

рядка, а наличие дробных производных в 

модификациях основных законов и соотно-

шений свидетельствует о наличии, так 

называемых, скрытых переменных [14]. 

Модель однофазной фильтрации  

с дробными производными по времени 

Рассмотрим случай однофазного тече-

ния. Отправной точкой для вывода модели, 

как и в классическом случае, служит урав-

нение неразрывности, которое для течения в 

пористой среде имеет вид 

q
t





)div(

)(
w , (1) 

где  – пористость среды,  – плотность 

фильтрующейся жидкости, w – вектор ско-

рости жидкости, q – плотность внутренних 

источников массы, t – время. 

В общем случае пористость зависит как 

от давления жидкости, так и от напряженно-

деформированного состояния среды [15]. 

Трещиновато-пористая среда часто прояв-

ляет вязкоупругие свойства [16]. При этом 

наличие развитой сети трещин с фракталь-

ной структурой приводит к неадекватности 

классических реологических уравнений 

Максвелла, Кельвина–Фойгта или Зенера и 

требует перехода к их известным дробно-

дифференциальным аналогам [17]. В ре-

зультате пористость будет являться функ-

цией не только давления, но и дробной про-

изводной (или дробного интеграла) от дав-

ления: 

)1,1(),,( 0  pDp t . (2) 

Одним из эффективных методов повы-

шения нефтеотдачи является воздействие на 

нефтяной пласт вязкоупругими составами, 

например, полимерное заводнение. Класси-

ческая (но весьма упрощенная) статистиче-

ская теория Рауса для вязкоупругости рас-

творов полимеров в ньютоновской жидко-

сти приводит к дробно-дифференциальному 

реологическому уравнению с дробной про-

изводной порядка 2/1  [14]. Эксперименты 

свидетельствуют (см., например, [18]), что в 

общем случае для описания течения поли-

меров могут быть эффективно использова-

ны дробно-дифференциальные реологиче-

ские уравнения с дробными производными, 

порядок которых принадлежит интервалу

)1,0( . 

Другим возможным способом модели-

рования раствора полимера в ньютоновской 

жидкости является его описание как жидко-

сти с дробно-дифференциальным уравнени-

ем состояния. Возможность использования 

дробно–дифференциальных уравнений со-

стояния была показана в работах [19, 20]. 

В работе [21] при исследовании акустиче-

ских волн в среде с дробной релаксацией 

было получено дробно-дифференциальное 

уравнение состояния, в котором плотность 
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является функцией не только давления, но 

дробной производной от него: 

)1,1(),,( 0   pDp t .      (3) 

Влияние трещин в пористой среде на 

фильтрацию жидкости может быть учтено 

модификацией закона Дарси. В работах [22–

24] предложены различные дробно-

дифференциальные обобщения данного ли-

нейного закона. Однако в общем случае за-

кон фильтрации является нелинейным. Од-

ной из возможных нелинейных модифика-

ций закона фильтрации является  

  )1,0(,)(0 

w

w
wFpDt ,       (4) 

где )(zF  – заданная функция. В предельном 

случае 1  уравнение (4) переходит в из-

вестный [25] нелинейный закон фильтрации 

целого порядка.  

Закон (4) является по природе субдиф-

фузионным и может быть использован для 

моделирования фильтрации в естественных 

трещиновато-пористых средах, в которых 

трещины распределены в среднем равно-

мерно по объему. В этом случае основной 

поток жидкости определяется именно тече-

нием по трещинам, а пористая часть среды 

оказывает тормозящее действие на поток и 

играет роль областей захвата частиц жидко-

сти.  

Разрешая (4) относительно скорости, по-

лучим 
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Подстановка (2), (3) и (5) в закон сохра-

нения (1) приводит к следующему нелиней-

ному дробно-дифференциальному уравне-

нию фильтрации вязкоупругой среды в 

трещиновато-пористой среде: 
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– их обобщенные дробно-дифференциаль-

ные изотермические сжимаемости. 

Уравнение (6) относится к классу нели-

нейных дробно-дифференциальных уравне-

ний аномальной диффузии. В общем случае 

его анализ представляет собой достаточно 

нетривиальную задачу. Однако на практике 

далеко не всегда все эффекты, учитываемые 

уравнением, проявляются одновременно и 

являются значимыми. В результате из (6) 

могут быть получены различные семейства 

более простых моделей. 

В качестве примера рассмотрим случай, 

когда влиянием изменения пористости на 

фильтрацию можно пренебречь ( const ), 

внутренние источники массы отсутствуют и 

модель является одномерной. Тогда из (6) 

получаем 
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 ,)()(

)(

010

0

1

01

xtfxfxt

xxttftf

pDcpcpDg

pDgpDcpc














(7) 

где  /)()( zfzg . В предположении мало-

сти градиента давления (часто справедли-

вом при фильтрации) последним слагаемым 

в правой части (7) можно пренебречь как 

более малым по  сравнению с первым слага-

емым правой части. В этом случае (7) 

упрощается и принимает вид дробно-

дифференциального обобщения нелинейно-

го телеграфного уравнения: 

  
xxttftf pDgpDcpc )(0

1

01



  .       (8) 

Выполним в данном уравнении нело-

кальную замену зависимой переменной: 

uIp tx

0 , где u – новая зависимая пере-

менная. Дифференцируя (8) по x и осу-

ществляя замену переменных, в силу из-

вестных (см., например, [4, 5]) свойств опе-

раторов дробного интегрирования и диффе-

ренцирования 

1, 00000  

ttttt IDDID , 

получим уравнение 

  
xxtftf uguDcuDc  



 1

0

1

01
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или 

  
xxtftf uuhuDcuDc  



 1

0

1

01 ,     (9) 

где )(')( uguh  . 

При  уравнение (9) будет уравнени-

ем субдиффузионного типа, при  это 

будет уравнение диффузии с нелокальным 

возмущением, при   имеем диффузион-

но-волновое уравнение.  

Модель однофазной фильтрации 

с дробными производными  

по пространству 

В том случае, когда трещины в среде яв-

ляются следствием технологического воз-

действия на нее (например, возникают в ре-

зультате гидроразрыва пласта), их распре-

деление оказывается сильно неоднородным. 

Если в окрестности скважины имеется 

фрактальная сеть трещин с центром на оси 

скважины, то в этом случае закон фильтра-

ции может быть модифицирован включени-

ем дробных производных по пространству. 

В случае равномерного радиального прито-

ка простейшая модификация закона Дарси 

имеет вид 

)1,0(,0 


  pD
k

w r , (10) 

где w – скорость, p – давление, k  – дроб-

ный аналог проницаемости,  – вязкость 

жидкости, r – расстояние от центра скважи-

ны.  

Пусть k , ,  – постоянные, и уравне-

ние состояния флюида имеет классический 

вид )( p . Тогда подстановка (10) в (1), 

в предположении малости градиента давле-

ния, приводит к уравнению 

  ,)(0

1 qpDrrap
rrt  

 (11) 

где )/( 1fcka    – постоянный коэффи-

циент. Уравнение (11) является уравнением 

супердиффузии и может быть переписано в 

виде 

qpDrapDap rrt  





 )()( 0

11

0 . 

Рассмотрим задачу о стационарном (т.е.

0tp ) притоке к скважине в предположе-

нии отсутствия источников массы ( 0q ). 

Тогда уравнение (11) принимает особенно 

простой вид  

  0)(0 

rr pDr (12) 

и имеет общее решение 

]ln[)( 21

1 CrCrrp  
, (13) 

где 21,CC  – постоянные интегрирования. 

Пусть поставлена первая краевая задача, 

то есть известно давление wp  в скважине 

радиуса wr  и давление cp  на контуре пита-

ния радиуса cr : 

ccww prpprp  )(,)( . (14) 

Подстановка (14) в (13) дает для посто-

янной 1C  значение 

c

w

c

c

w

w

r

r

r

p

r

p
C ln/

111 










. (15) 

Из (12) имеем 
1

10 )(   rCpDr . Подстановка 

этого выражения в (10) с учетом (15) дает 

выражение для скорости: 

r

k
Cw

1
1


  , 

где 
1C  определяется по (15), что позволяет 

рассчитать дебет скважины rhwQ  2 , где 

h – толщина пласта. 

 Сравнение (13) с классическим ( 1 ) 

законом падения давления показывает, что в 

стационарном режиме модифицированный 

закон Дарси (10) приводит для величины 
1/)( rrp  к тому же логарифмическому за-

кону, которому подчиняется давление в 

случае классического закона Дарси.  

В более общем случае проницаемость 

может зависеть от давления: )(pkk   . То-

гда подстановка (10) в (1) приводит к нели-

нейному уравнению фильтрации 

  qpDparrp
rrt  



 )()( 0

1
. (16) 

Исследование этого уравнения даже в ста-

ционарном случае представляет собой до-

статочно сложную задачу. 

В многомерном анизотропном случае 

(10) может быть обобщена следующим об-

разом: 

,3,2,1),1,0(,
)(

0 



 ipD

pk
w ix

i
i

i
i  (17) 
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где ),,( 321 wwww  – вектор скорости жид-

кости, )( pk i – обобщенная проницаемость

в i-ом координатном направлении. 

Подстановка (17) в (1) при тех же, что и 

ранее, предположениях, приводит к следу-

ющей дробно-дифференциальной модели 

анизотропной фильтрации: 

  ,)()(
3

1

0 qpDpap
i

xxit i

i
i 





         (18) 

где )/()()( 1fii cpkpa   . 

Наиболее сложным для моделирования 

является случай фильтрации в пласте со 

множеством скважин, на части из которых 

проведены технологические мероприятия 

по интенсификации нефтедобычи, напри-

мер, выполнен гидроразрыв пласта. В этом 

случае проницаемость является не только 

функцией давления, но и координат, а раз-

делить по отдельным координатным 

направлениям производные дробного по-

рядка оказывается не всегда возможным. 

Для неограниченной среды возможная мо-

дификация закона Дарси в этом случае име-

ет вид 

)1,0(),( 


  pR
k

w ,      (19) 

где pR – потенциал Рисса порядка

)1,0(  в
n , ),( rtpp  , ),( rpkk   , 

nr . 

Подстановка (19) в (1) приводит к моде-

ли фильтрации с потенциалом Рисса: 

)1,0(,)](),([  

 qpRpapt r .   (20) 

Построенные дробно-дифференциальные 

модели фильтрации (16), (18) и (20) являют-

ся весьма сложными нелинейными моделя-

ми и требуют разработки новых качествен-

ных методов и численных алгоритмов их 

исследования. 

Модель неравновесной двухфазной 

противоточной капиллярной пропитки 

Задача вытеснения нефти водой в пори-

стой среде является одной из классических 

задач двухфазной фильтрации. При этом 

ключевую роль играет моделирование про-

цесса противоточной капиллярной пропит-

ки пористой среды [26]. В слабопроницае-

мых микронеоднородных средах данный 

процесс является неравновесным [27]. Если 

микронеоднородности образуют фракталь-

ную структуру, то для описания пористой 

среды может быть использована модель од-

нородной среды со степенной памятью.  

Уравнения неразрывности при двухфаз-

ной фильтрации имеют вид [26] 

,0)div(
)(

,0)div(
)(

22
2

11
1











w

w

t

s

t

s

(21) 

где i и iw  – соответственно, плотность и 

скорость i-й фазы )2,1( i ,  – пористость 

породы, s – насыщенность. 

Классический закон Дарси для i-й фазы 

имеет вид 

,2,1, 



 ip

k
i

i

i
iw  (22) 

где k – проницаемость пористой среды, i  – 

относительная фазовая проницаемость для 

i-й фазы, ip  – давление i-й фазы. 

Разность давлений фаз обусловлена ка-

пиллярным давлением cp : cppp  12 . 

Одним из подходов к учету неравновес-

ности процесса пропитки является рассмот-

рение 
1 , 

2  и cp  как равновесных функ-

ций некоторой эффективной насыщенности 

.  В работе [27] было предложено исполь-

зовать в качестве уравнения  связи истин-

ной и эффективной насыщенностей закон 

Максвелла–Каттанео: tss  , где  – 

время релаксации к равновесному состоя-

нию, называемое временем замещения. Из-

вестно, что данный закон является след-

ствием соотношения  

 

t

dttttKs
0

')'()'(      (23) 

с экспоненциальной функцией памяти 






t

etK 1)( . Если в качестве функции па-

мяти в (23) использовать степенную функ-

цию )1,0(),1(/)(  ttK , то правая 

часть (23) превращается в дробный интеграл 

порядка α: 

.1

0  

tIs    (24) 

Следуя [27], рассмотрим простейший 

случай, когда пористость, вязкости и плот-
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ности фаз считаются постоянными. Для 

противоточной капиллярной пропитки вы-

полнено условие 021  ww , которое с 

учетом (22) дает 

0
)()(

2

2

2
1

1

1 








pp .          (25) 

При рассматриваемых ограничениях, первое 

и второе уравнения в (21) совпадают и в си-

лу (22) дают 

))((div 11

1

p
k

t

s








 . (26) 

Выражая )(12  cppp  и подставляя в 

(25), находим 

 )(
)()(

)(

1221

21
1 




 cpp .  (27) 

Подстановка (24) и (27) в уравнение (26) 

приводит к нелинейному дробно-дифферен- 

циальному уравнению для насыщенности: 

(0,1))( 1

0   ,sDs tt , (28) 

где Δ – оператор Лапласа и 

'.
'

)'(

)'()'(

)'()'(
)(

0 1221

21 









 



d
d

dpk c  

Уравнение (28) представляет собой дробно-

дифференциальную модификацию модели 

Баренблатта–Гильмана, предложенную в 

[27]. В предельном случае 1  оно пере-

ходит в известное уравнение Рыжика [26]. 

Для эффективной насыщенности , с 

учетом соотношения (24), уравнение (28) 

принимает вид 

(0,1)),(0 tD . (29) 

Уравнения (28), (29) являются нелинейными 

уравнениями субдиффузии.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Использованный в работе подход к вы-

воду дробно-дифференциальных фильтра-

ционных моделей носит феноменологиче-

ский характер, поэтому возможность их 

применимости в каждом конкретном прак-

тическом случае должна быть обоснована с 

использованием экспериментальных дан-

ных, подтверждающих справедливость со-

ответствующих дробно-дифференциальных 

обобщений феноменологических гипотез. 

Все полученные в работе дробно-диф- 

ференциальные модели фильтрации отно-

сятся к классу уравнений аномальной 

диффузии. Характерной особенностью по-

лученных уравнений, отличающей их от 

известных дробно-дифференциальных мо-

делей фильтрации, является их нелиней-

ность. При этом модели сохраняют струк-

туру классических уравнений фильтрации 

целого порядка и переходят в них в пре-

дельных случаях, когда порядок дробного 

дифференцирования становится целым. 

Изучение качественных свойств получен-

ных уравнений, а также построение их 

численных решений являются весьма не-

тривиальными задачами, требующими в 

каждом отдельном случае самостоятель-

ного исследования. 
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