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ДЛЯ УВЕЛИЧЕНИЯИХ ТОЧНОСТИИНАДЕЖНОСТИ

Анализ результатов численных экспериментов показывает, что для решения
многих задач можно применять методы, сходные с широко развитыми метода-
ми анализа и обработки информации технического характера: выделения по-
лезной информации из искаженного помехами сигнала путем его фильтрации,
идентификации математических моделей информационного сигнала, принятия
решений о достоверности выделенной информации, использования интеллек-
туальных подходов. Приведенные примеры применения таких способов обра-
ботки информации демонстрируют их эффективность.Численный эксперимент;

ускорение сходимости; оценка погрешности

Существуют различные подходы к преодо-
лению проблем, связанных увеличением на-
дежности результатов численных расчетов и
их оценкой. Однако аналитические подходы
требуют больших вычислительных ресурсов
для сложных задач.
Представляются весьма перспективными

методы анализа численных данных путем
фильтрации и экстраполяции этих данных.
Однако возникает естественный вопрос: мо-
гут ли результаты расчета сами себя подтвер-
дить, и насколько надежными следует считать
такие оценки? Результаты численного реше-
ния несут информацию как о решаемой ма-
тематической задаче, так и о методе решения
и используемом оборудовании. Задачей явля-
ется выделение нужной нам составляющей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В практике вычислений очень часто встре-
чается задача определения предела. При вы-
числении сумм сходящихся рядов, например,
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мы имеем дело с последовательностью ча-
стичных сумм
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для которой требуется найти предел при
���.

При вычислении определенного интеграла
численным методом, увеличивая число узло-
вых точек сетки n, мы также приходим к неко-
торой последовательности
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Решение различных задач для дифферен-
циальных уравнений методом конечных раз-
ностей (и другимиметодами) при увеличении
числа узловых точек n приводит к последова-
тельности.
Список примеров, в которых получает-

ся последовательность, предел которой же-
лательно установить, может быть продолжен.
Это решение уравнений, систем уравнений,
поиск экстремума функций итерационными
методами и т. д.
Итак, в общем случае задача сводится

к следующему. Имеется несколько членов
последовательности ��� � ��� � � � � � ��� , номера
которых могут быть расположены не подряд,
а выборочно по какому-нибудь закону, ли-
бо произвольно. Необходимо по этим данным
найти приближенно предел последовательно-
сти z. Тогда разность �� � � можно использо-
вать для оценки погрешности приближенного
значения ��. Однако, поскольку само значение
z получено приближенно, необходимо также
иметь критерий, по которому можно судить
о мере надежности этой оценки (или об ее
точности). Совокупность оценки и критерия
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ее надежности позволяет принять решение об
окончании расчетов, если можно утверждать,
что заданная точность достигнута, или о необ-
ходимости продолжения исследований.

2. МЕТОДЫЭКСТРАПОЛЯЦИИИОЦЕНКИ
ПОГРЕШНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ
ПРИИЗВЕСТНОМПОРЯДКЕ

АППРОКСИМАЦИИ

2.1. Правила Рунге и Ричардсона

В задачах, для решения которых исполь-
зуются конечно-разностные формулы чис-
ленного дифференцирования, интерполяци-
онные формулы, формулы численного ин-
тегрирования и др., точность приближенно-
го результата в значительной степени зави-
сит от количества узлов сетки, числа слагае-
мых суммы и т. п. Одним из наиболее распро-
страненных способов оценки погрешности ре-
зультатов вычислений перечисленными ме-
тодами является правило Рунге. Оно основа-
но на представлении математической модели
погрешности в виде

�� � � � ���
�� � Æ ��� � (2.1)

где �—точное значение; ��—приближенный
результат, полученный при числе узловых то-
чек (или числе слагаемых суммы), равном �;
�� — коэффициент, который предполагается
не зависящим от �;  —порядок точности ме-
тода; Æ��� — величина, полагаемая малой по
сравнению с ���

�� при тех значениях �, ко-
торые использовались в данных конкретных
расчетах.
Вычислив два приближенных значения ��

и �.� для числа узловых точек � и &�, (& �
�), пренебрегаем малыми и решаем систему
двух уравнений относительно �� и ��
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Из нее находим уточненное по правилу Ри-
чардсона значение
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Тогда погрешность приближенного значе-
ния по правилу Рунге оценивается разностью
�.� � �.
Данное правило используется при усло-

вии, если порядок точности известен, а Æ���
действительно является пренебрежимомалой
величиной при используемом значении �.

2.2. Методы Ромберга и Нэвилла

В некоторых случаях можно построить бо-
лее подробную математическую модель по-
грешности, представив приближенный ре-
зультат в виде суммы
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Тогда, чтобы найти неизвестные �, ��, � � � ,
�6, нужно использовать � � � значение ��

и записать задачу в виде системы линейных
уравнений, пренебрегая малыми величинами.
Эту задачу можно решить путем построения
интерполяционного многочлена Лагранжа [1]
�-й степени и экстраполяцией его до ���
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В скобках перечислены числа ��, которые
использованы для получения экстраполиро-
ванного значения �.
Значение �, которое получается по форму-

ле (2.4), может быть найдено путем последо-
вательного применения рекуррентного соот-
ношения Эйткена
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То есть для получения экстраполирован-
ного значения���-го порядка можно исполь-
зовать два значения �-го порядка, вычислен-
ные для двух наборов данных ��, причем но-
мер первой точки одного набора сдвинут на
единицу относительно другого.
В случае, если �� � ��&

���, выражение
(2.5) принимает вид
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что при � � � совпадает с (2.2), а при
� � � представляет собой аналогичное выра-
жение, в котором вместо вычисленных участ-
вуют экстраполированные значения. Повтор-
ное применение правила Ричардсона для экс-
траполяции результата вычислений �� при
последовательном увеличении номера � в &
раз называют методом Ромберга [1]. При
этом для уменьшения объема расчетов вели-
чина & обычно выбирается равной 2 как наи-
меньшему натуральному числу, большему 1.
Аналогичный подход имеет место и в слу-

чае, когда номер члена последовательности
увеличивается на единицу (т. е. ���� � ����).
Для последовательности {��} строится табли-
ца Нэвилла [2, 3], представляющая собой ма-
трицу ��6 (� � �� � � � � �� � � �� �), в которой
нулевой столбец — исходная последователь-
ность, а все остальные столбцы находятся по
правилу
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которое является следствием (2.5).

2.3. Метод численной фильтрации

В более общем случае математическая мо-
дель погрешности представляется в виде
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где  �� � � � �  6 — произвольные действитель-
ные числа,  � �  � � � � � �  6. При увели-
чении � в целое число раз, т. е. �� � ��&

���,
задача определения коэффициентов �� и экс-
траполированного значения � решается ана-
литически. Для этого рассмотрим два значе-
ния ��� , ��� , вычисленные при числе узлов,
равном �� и �� � &�� соответственно. Соста-
вим линейную комбинацию
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и потребуем, чтобы суммарный коэффициент
при � был равен 1, а при �� (для определенно-
го �) равен 0.Отсюда получимформулуфиль-
трации, которая совпадает с Ричардсоновской
экстраполяционной формулой
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Проводя последовательно экстраполяцию
по всем парам соседних значений, получим
отфильтрованную зависимость, не содержа-
щую члена с ����

�
��� � � � �

��
� ���� � � � �� �


��
����

����� �

� �

��
����

����� � � � �� �

��
6 ���� � Æ
������ (2.9)

где �
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Заметим, что отфильтрованная последова-
тельность �


��
�� содержит на один член мень-

ше, чем исходная. Если она содержит боль-
ше одного члена, то ее также можно отфиль-
тровать, устранив степенную составляющую с
���� . Операциифильтрацииможно повторять
последовательно для ���� � � � � � ���� , если ис-
ходная последовательность содержит доста-
точное количество членов. Результаты экс-
траполяций удобно представлять в виде тре-
угольной матрицы
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Таким образом, определение искомого
значения � и в случае произвольных (в общем
случае не целых) показателях  � (но только
при �� � ��&

���� сводится к повторному ис-
пользованию уточнения (2.2), т. е. к фильтра-
ции.
В случае �� �� ��&

��� задача экстраполя-
ции сводится к решению системы � � � ли-
нейных уравнений типа (2.7) численным ме-
тодом.
Главным ограничением для применения

рассмотренных методов, основанных на раз-
ложении по степеням �, является то, что по-
казатели степеней  � должны быть известны
заранее.

2.4. Иллюстрация на численном
эксперименте

В табл. 2.1 представлены результаты рас-
четов сумм (1.2) при 9 � ��� для � � �� . По-
скольку сумма этого ряда может быть вычис-
лена независимо через интегралы [4]
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этот пример взят в качестве тестового.
При 9 � ��� сумма ряда (1.1) ����� 


 ����*���*�-�+��*�+*.
Для ряда (1.1) справедливо разложение
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где 	�� — числа Бернулли. Будем считать из-
вестными показатели при �, и используем ме-
тод фильтрации (2.7) для оценки погрешно-
сти частичных сумм.
Как видно из табл. 2.1, погрешность �� �

� ����� вычисленных значений весьма велика
(
 �) даже для достаточно больших �. Оцен-
ка погрешности ����


��
� по формуле (2.2) при

всех приведенных в таблице � вполне прием-
лема, а для � � ��� совпадает с самой погреш-
ностью с точностью не ниже 3-х десятичных
знаков. Погрешность �
��� � ����� уточненных
значений при увеличении � быстро уменьша-
ется.
Погрешность �
��� ������ дважды экстрапо-

лированных значений существенно меньше,
чем погрешности вычисленных чисел и ре-
зультатов первой экстраполяции.
В результате первая экстраполяция при


 
 ��� уменьшает погрешность результатов
до 10��, а вторая — до 10���. Нетрудно под-
считать, что для получения такой точности
путем прямого вычисления сумм потребуется
более 10��–����� слагаемых. На современном
компьютере это заняло бы более 10�� лет.
Результаты расчетов и оценок удобно

представить в виде графика (рис. 2.1), где по
оси абсцисс отложены десятичные логариф-
мы �, а по оси ординат — десятичные ло-
гарифмы абсолютных величин погрешностей
(десятичные логарифмы более удобны с точ-
ки зрения наглядности, так как легко опреде-
ляются десятичные порядки погрешностей и
чисел �). В таком представлении зависимости
близки к линейным.
На рис. 2.1 цифрой � обозначена зависи-

мость погрешностей �� � ����� рассчитанных
результатов, цифрами (�� � ��� обозначены
результаты последовательного вычитания из

��� ����� одного, двух и трех и т. д. слагаемых
���

��� согласно (2.11). Тем самым, рис. 2.1
есть иллюстрация того, как может работать
идеальный метод экстраполяции.

б

а

Рис. 2.1. Результаты «идеальной экстраполя-
ции» при удвоении числа слагаемых

Ограничение графиков на уровне, соответ-
ствующем величине погрешности порядка
нескольких единиц 17-го разряда объясняет-
ся ограниченной разрядностью чисел в ма-
шинном преставлении.
На рис. 2.2 приведены результаты при-

менения повторной фильтрации по формуле
(2.8) при & � �. Цифрой � обозначена зави-
симость погрешностей результатов, экстрапо-
лированных один раз, цифрой � — два раза и
т. д. Величина  � при оценке равнялось 0.1 и
далее при возрастании номера � значение  �

увеличивалось на 1. Согласно расчетам пря-
мые � и � совпадают, что объясняется и фор-
мулой (2.11), в которой слагаемое с  �=3.1 от-
сутствует. Из рис. 2.2,а видно, что путем по-
вторной экстраполяции получаются хотя и не
идеальные, но весьма точные результаты.
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2 – 9,11 – 6,49 – 2,61�10� 2,87�10�� – –
4 – 8,60 – 7,19 – 1,40�10� 1,63�10�� – 3,50�10�� 2,48�10��

8 – 8,07 – 7,36 – 7,06�10�� 8,75�10�� – 9,25�10�� 1,31�10��

16 – 7,55 – 7,21 – 3,41�10�� 4,52�10�� – 2,24�10�� 6,57�10��

32 – 7,06 – 6,89 – 1,62�10�� 2,29�10�� – 5,29�10�� 3,26�10��

64 – 6,59 – 6,51 – 7,63�10�� 1,15�10�� – 1,23�10�� 1,62�10��

128 – 6,15 – 6,11 – 3,57�10�� 5,81�10�� – 2,89�10�� 8,08�10��

256 – 5,74 – 5,72 – 1,67�10�� 2,91�10�� – 6,74�10�� 4,03�10��

512 – 5,35 – 5,35 – 7,80�10�� 1,45�10�� – 1,57�10�� 2,01�10��

1024 – 4,99 – 4,99 – 3,64�10�� 7,28�10�� – 3,67�10�� 1,00�10��

2048 – 4,66 – 4,66 – 1,70�10�� 3,64�10�� – 8,56�10�� 5,03�10��

4096 – 4,35 – 4,35 – 7,93�10�� 1,82�10�� – 1,99�10�� 2,51�10��

8192 – 4,06 – 4,06 – 3,70�10�� 9,11�10�� – 4,65�10�� 1,25�10��

16384 – 3,78 – 3,78 – 1,72�10�� 4,55�10�� – 1,08�10�� 6,29�10��

32768 – 3,53 – 3,53 – 8,05�10�� 2,27�10�� – 2,53�10�� 3,14�10��

65536 – 3,29 – 3,29 – 3,75�10�� 1,13�10�� – 5,91�10��� 1,57�10��

131072 – 3,07 – 3,07 – 1,75�10�� 5,69�10�� – 1,37�10��� 7,86�10��

При этом наклон прямых на рис. 2.1,а и 2.2
совпадает, однако прямые, полученные филь-
трацией, смещены вниз относительно идеаль-
ных.
Для изучения возможности получения

наибольшего уточнения результатов при ма-
лых � представляет интерес рассмотреть по-
следовательность сумм, полученных при уве-
личении числа слагаемых на единицу. Для
фильтрации при этом необходимо численное
решение системы линейных алгебраических
уравнений типа (2.12)

��� � � � ���
���
� � ���

���
� � � � �� �6�

���
� �

��� � � � ���
���
� � ���

���
� � � � �� �6�

���
� �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
����� � � � ���

���
6�� � ���

���
6�� � � � �� �6�

���
6���

(2.12)

На рис. 2.3,а представлены результаты та-
кой фильтрации расчетов сумм (1.2) при 9 �
� ���. Как видно из рис. 2.3,а, таким способом
возможно получение уточнения до 6 знаков
при � � �� и до 9 знаков при � � ��–30. При
удвоении числа слагаемых при таких � полу-
чается только 2–4 верных знака.Однако даль-
нейшее уточнение при увеличении � на еди-
ницу невозможно из-за накопления погреш-
ности округления. В то же время при удво-
ении � погрешность, связанная с округлени-
ем не растет так быстро и позволяет при той
же длине мантиссы (порядка 16 десятичных
разрядов) уточнить результат до 10���–10���

при � � ����–10000.

б

а

Рис. 2.2. Результаты экстраполяции данных, по-
лученных при удвоении числа слагаемых, с помо-
щью фильтрации по формуле (2.8): а — сравне-
ние с точным; б — оценки по правилу Рунге
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б

а

Рис. 2.3. Результаты экстраполяции данных
путем численного решения систем уравнений
(2.12) при увеличении числа слагаемых на по-
стоянную величину: а — на единицу; б — на

100

Как промежуточный вариант, можно стро-
ить последовательность при увеличении чис-
ла слагаемых на некоторое постоянное чис-
ло большее единицы. В качестве примера на
рис. 2.3, б приводятся результаты, получен-
ные при увеличении � на 100. Видно, что та-
ким способом можно получить 12 точных зна-
ков при � 
 ����.
Тем не менее, остается справедливым вы-

вод о том, что удвоение числа слагаемых по-
зволяет получить большую точность, но при
больших �. При увеличении � на константу
для увеличения точности необходимо увели-
чение длины мантиссы машинного слова. Это
связано с экспоненциальным ростом погреш-
ности округления при увеличении � на кон-
станту (в отличие от случая удвоения �, когда
эта погрешность увеличивается не более чем
в 10 раз по сравнению с исходным).
Метод Нэвилла (2.6) применяется для тех

случаев, когда показатели разложения (2.7)
 � увеличиваются пропорционально �, т. е.
���

��� � ���
��� . В этом случае, обозначив � �

� ���, приходим к алгебраическому много-
члену или степенному ряду. Номера � членов

последовательности должны увеличиваться
на константу. Поэтому рассмотрим следую-
щий пример

�� � ��� � ���� � � �� �� � � � (2.13)

Результаты применения экстраполяции с
помощью метода Нэвилла к этой последова-
тельности показаны на рис. 2.4,а. Поскольку
последовательность (2.13) представляет алге-
браический многочлен относительно ���, то
результаты второй экстраполяции дают тео-
ретически точное значение. Остаточная по-
грешность вызвана ошибкой округления.
Следует отметить следующую особен-

ность методов экстраполяции, предназначен-
ных для использования членов последова-
тельностей, номера которых увеличиваются
на константу. Если не рассматривать один
или несколько первых членов последователь-
ности и перенумеровать остальные, то резуль-
таты экстраполяции могут сильно изменить-
ся (рис. 2.4, б).

б

а

Рис. 2.4. Результаты экстраполяции последова-
тельности (2.13) с помощью метода Нэвилла, на-
чинающейся: а— с 1-го номера; б — со 2-го но-

мера

В результате рассмотрения примеров мож-
но сформулировать следующие выводы.
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Применение рассмотренных методов экс-
траполяции обусловлено как видом анали-
зируемых последовательностей, так и поряд-
ком номеров членов последовательности, бе-
рущихся в рассмотрение.
Повторная экстраполяция позволяет су-

щественно уточнить результаты даже для
медленно сходящихся последовательностей,
однако этот процесс существенно ограничи-
вается ошибками исходных данных.
Процесс экстраполяции должен контро-

лироваться критерием, выполнение которого
позволяет в некотором смысле гарантировать
справедливость результатов.

3. МЕТОДЫЭКСТРАПОЛЯЦИИ
ИОЦЕНКИПОГРЕШНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ

ПРИНЕИЗВЕСТНОМПОРЯДКЕ
АППРОКСИМАЦИИ

3.1. Процесс Эйткена (Æ�-алгоритм)

В случае, когда значение  в (2.1) неиз-
вестно, можно использовать следующую мо-
дификацию правила Ричардсона. Вычислим
три значения ��, ��, �� при трех номерах после-
довательности: �, nQ, nQ� и составим систему
трех уравнений, из которой можно найти �

� � �� �
�� � ��

7��7�
7��7�

� �
� �� � ��� � ���

�

�� � ��� � ��
�

� �� �
�

�
7��7�

� �
7��7�

� (3.1)

Как и в рассмотренных ранее случаях,
мы нашли экстраполированное (уточненное)
значение �, а вместе с ним и оценку погреш-
ности �� � �.
Этот способ экстраполяции при неизвест-

ном порядке точности принято называть ал-
горитмом Эйткена [1] или Æ�-алгоритмом, ко-
торый в более общем случае применяется для
экстраполяции векторных последовательно-
стей.

3.2. �-алгоритм

�-алгоритм состоит в построении тре-
угольной матрицы A��� , в которой первые
2 столбца задаются по правилу

A��� � � � A��� � �� � � � �� ���� �� � �� (3.2)

далее

A��� � A������� �
�

A����� � A�������
�

� � �� ���� �� � �

� � �� ���� �� � ��

Тогда числа A��� A��� ���� A���������� ��� пред-
ставляют собой значения �, полученные из
точного решения системы �� � � нелиней-
ных уравнений. Элементы нечетных столб-
цов A������ содержат решения аналогичных
систем, в которых используются значения ��

для # � �� ��� � � � � �.

3.3. �-алгоритм

�-алгоритм [2, 3] заключается в построе-
нии �-таблицы по следующим правилам:

����� � ��

���� � ��� � � �� ���� ��

������� � ��������� �
�

��������
�

������� � ������� �
����������� �����������

�� ���������
�

� � �� ���� � � � � �� ���� �9��
(3.3)

где

������� � ������ � �����

�� ������ � � ���������������� �

Экстраполированные значения находятся в
четных столбцах матрицы. (Для того что-
бы получить 1-е экстраполированное значе-
ние, необходимо использовать 4 рассчитан-
ных. Для получения дважды экстраполиро-
ванного нужно 4 экстраполированных один
раз и т. д).

3.4. Иллюстрация
на численном эксперименте

На рис. 3.1,а приведены результаты при-
менения повторной экстраполяции с помо-
щью Æ�-алгоритма (3.1) при & � � к последо-
вательности сумм (1.2).
Цифрой �, как и выше, обозначена зави-

симость погрешностей результатов, экстрапо-
лированных один раз, цифрой � — два раза
и т. д. Из сравнения рис. 2.2,а и 3.1,а видно,
что применение Æ�-алгоритма для получения
той же точности, что и метод Ромберга, требу-
ет использования в 10–100 раз больше слага-
емых. Это — следствие незнания показателей
 � и накопления погрешности при экстрапо-
ляции.
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б

а

Рис. 3.1. Результаты экстраполяции с помощью
Æ�-алгоритма: а — последовательности сумм
(1.2); б — упрощенной последовательности (3.4)

б

а

Рис. 3.2. Результаты экстраполяции с помощью
"-алгоритма: а — последовательности сумм
(1.2); б — упрощенной последовательности (3.4)

На рис. 3.1, б показаны результаты приме-
нения Æ�-алгоритма к последовательности

�� � ������ � � ������ � � ���*�-�-�������
(3.4)

т. е. к упрощенной последовательности (2.11).
Рисунок показывает, что качество экстрапо-
ляции от такого упрощения не улучшается.
Результаты применения A-алгоритма для

экстраполяции последовательности сумм
(1.2) даны на рис. 3.2, а. Номера прямых � �
� �� �� � � � соответствуют �� � � столбцам A-
матрицы.
Сравнивая рис. 3.2, а с 3.1,а нетрудно

обнаружить заметное улучшение точности
экстраполяции при применении A-алгоритма,
особенно, для трех и более раз экстраполиро-
ванных данных. Это является следствием точ-
ного решения системы уравнений (2.8).
Тем не менее, метод Ромберга дает луч-

шие результаты (рис. 2.2, б), так как исполь-
зует известные значения показателей  � , и по-
этому допускает меньшую ошибку экстрапо-
ляции.
Точность решения системы уравнений ил-

люстрируется на рис. 3.2, б, где показаны ре-
зультаты применения A-алгоритма к упро-
щенной последовательности (3.4). Погреш-
ность порядка 10���–�����, которая остает-
ся после применения трехкратной экстрапо-
ляции, обусловлена только ошибками округ-
ления. Эти ошибки имеют большее значение,
чем при применении метода Ромберга, так
как для получения экстраполированных зна-
чений с помощью A-алгоритма приходится ис-
пользовать разности более высокого порядка.

�-алгоритм применяется для данных, со-
ответствующих последовательному увеличе-
нию � на единицу (для последовательностей,
представимых в виде суммы степенных функ-
ций от �). На рис. 3.3,а представлены резуль-
таты применения �-алгоритма к последова-
тельности (2.11).
Из рис. 3.3,а видно, что в отличие от A-

алгоритма �-алгоритм не решает точно зада-
чу выделения степенных слагаемых последо-
вательности. Применение �-алгоритма к по-
следовательности сумм (1.2) позволяет до-
стичь точности порядка 10��–10�� при � �
� ��–20. Дальнейшее уточнение ограничива-
ется погрешностью исходных данных.
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б

а

Рис. 3.3. Результаты экстраполяции с помощью
#-алгоритма: а — к последовательности (2.27);

б — к последовательности сумм (2.2)

4. КРИТЕРИЙ НАДЕЖНОСТИ

Повторная экстраполяция позволяет про-
верить надежность полученных оценок. Пер-
вая экстраполяция позволяет оценить по-
грешность решения��, вторая — оценить по-
грешность экстраполированных значений��.
Вторая оценка одновременно является оцен-
кой погрешности оценки погрешности чис-
ленного результата. Их отношение , �
� ��/�� представляет собой оценку отно-
сительной размытости оценки �� [5, 6]. Если
, существенно меньше 1, то оценке�� мож-
но доверять, в противном случае оценку сле-
дует считать ненадежной. Эти условия опре-
деляют критерий надежности оценки погреш-
ности. Число экстраполяций можно увеличи-
вать, уточняя результат, если относительная
размытость погрешности результата очеред-
ной экстраполяции остается малой.
Проведение экстраполяции достаточно

широко используется при численном инте-
грировании. Применение метода Ромберга
позволяет достичь весьма высокой точности
для интегралов от функций, не имеющих осо-
бенностей (при этом справедлива формула
(2.3)). Для интегрирования функций с осо-

бенностями (когда порядок аппроксимации
заранее определить затруднительно) можно
применить A-алгоритм.
На рис. 4.1 цифрой 0 обозначена зависи-

мость погрешностей �� � � рассчитанных ре-
зультатов, цифрами 1–4— результаты после-
довательного применения одной, двух, трех и
т. д. экстраполяций.

а 

б
Рис. 4.1. Результаты экстраполяции: а — для
численного дифференцирования; б — для чис-

ленного интегрирования

Как видно из графиков, использование
алгоритмов экстраполяции позволяет увели-
чить точность на несколько знаков и достичь
погрешности порядка 10���–10��� для � по-
рядка 100. Прямым методом достичь такой
точности не удается из-за погрешности округ-
ления.
Размытость оценок легко оценить, если

рассмотреть точки, расположенные на раз-
ных прямых при одном и том же значении
�. Разность ординат, равная одной единице,
соответствует уменьшению погрешности в 10
раз. В данных примерах размытость намного
меньше.
Тем самым, полученные оценки можно

считать достаточно точными.
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5. МОДИФИЦИРОВАННЫЕМЕТОДЫ
ЭКСТРАПОЛЯЦИИ

Применение рассмотренных методов экс-
траполяции существенно ограничивает необ-
ходимость кратного увеличения числа узлов.
Кроме того, методы экстраполяцииочень чув-
ствительны к наличию нерегулярной соста-
вляющей погрешности, возникающей при вы-
числениях [7–9]. В связи с этим предлагается
использовать метод, сводящийся к минимиза-
ции суммы квадратов отклонений путем под-
бора параметров математической модели по-
грешности. Использование метода наимень-
ших квадратов позволяет сгладить нерегуляр-
ные составляющие погрешности.
Если известно не менее 3-х вычисленных

значений искомого параметра �� при различ-
ных �, то задачу можно записать в виде систе-
мы равенств типа (6), возмущенных погреш-
ностями ��

�� � � � �� ���

�� � � � ���
� � ���

��������������������������

�	 � � � ���
	 � �	�

��� �� �
��
��

� (5.1)

Эту задачу будет более удобно решать, ес-
ли прологарифмировать (5.1)

�" ��� � �� � ��  �" �� � .� � � � �� ����%�

� � �" �� .� 
 ��

���
�

�

При применении метода наименьших ква-
дратов задача сводится к поиску экстремума

&���  � �� �
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где % � �, �� — оценки погрешностей .� . Эта
задача сводится к решению системы нелиней-
ных уравнений
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Первые два уравнения разрешаются отно-
сительно параметров � и  . Подстановкой � и

 в третье уравнение задача сводится к поиску
корня одного нелинейного уравнения относи-
тельно �. Это уравнение может быть решено
численным методом.
Значение % при решении задач подбира-

ется экспериментально. Если мы имеем осно-
вание относительную погрешность .� считать
ограниченной некоторым числом �� � �, то
все значения �� можно заменить на �� и ис-
ключить их из уравнений.

а 

б
Рис. 5.1. Оценка погрешности результатов экс-
траполяции методом наименьших квадратов:
а — исходная зависимость; б — результаты экс-

траполяции

Результаты экстраполяции представлены
на рис. 5.1. Из рис. 5.1, а видно, что зависи-
мость логарифма модуля погрешности �$ от
��
 плохо аппроксимируется прямой. Вбли-
зи точки ��
 � ��� погрешность меняет знак,
поэтому логарифмическая зависимость име-
ет особенность. Тем не менее, в результате
первой экстраполяции (множество точек � на
рис. 5.1, б) получается зависимость, которая
ложится на прямую намного лучше, чем ис-
ходная. Это можно объяснить тем, что исход-
ная зависимость состоит из суммы несколь-
ких степенных функций с коэффициентами
разного знака. Первая экстраполяция позво-
ляет выделить наиболее медленно убываю-
щее слагаемое. Другие слагаемые выделяются
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последующими экстраполяциями. В резуль-
тате наилучший результат имеет погрешность
около 1,5�10��� при размытости 0,2.
Таким образом, повторное применение ме-

тода наименьших квадратов при анализе ре-
зультатов решения задачи позволило умень-
шить погрешность примернона 2 порядка, что
было бы невозможно достичь прямыми вы-
числениями за реальное время и, кроме того,
дало возможность оценить размытость оце-
нок и тем самым подтвердить их надежность.

ВЫВОДЫ

Таким образом, известные методы экстра-
поляции можно разделить на два вида по спо-
собу задания последовательности узлов: ме-
тоды с кратным увеличением числа узлов и
методы с увеличением на константу. Первые
требуют больших затрат вычислительных ре-
сурсов, но являются устойчивыми к исходной
погрешности. Вторые — неустойчивы, одна-
ко дают возможность в ряде случаев получить
достаточно точные результаты с минималь-
ными затратами ресурсов. Предложенный ме-
тод позволяет ослабить требования на регу-
лярность задания последовательности числа
узлов, а также уменьшить влияние погрешно-
сти округления и других неустойчивых видов
погрешности. Значение искомого параметра
может быть получено с точностью, недоступ-
ной при прямом расчете, что существенно
расширяет диапазон исследований.
Применение экстраполяционных спосо-

бов оценок погрешности дает возможность не
только с высокой точностью оценить эту по-
грешность (пользуясь только информацией,
заложенной в табличных данных), но и при-
ближенно определить размытость этой оцен-
ки. Это позволяет судить о качестве оценки
и в случае неудовлетворительного результата
отвергнуть такую оценку.
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