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Аннотация. Рассмотрены проблемы аппроксимации одного взвешенного графа другим взвешенным графом, но с 
меньшим числом узлов. Задача осложнена тем, что исходная информация представлена не в виде графа, а в виде 
множеств объектов и связей между ними, причем исходные данные могут содержать ошибки, которые необходимо 
по мере возможности выявить и исключить из аппроксимирующего графа.  
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Задача управления транспортом при боль-
шом числе перемещений по обслуживаемой 
территории сталкивается с проблемами форми-
рования маршрутов и оценки их длин в динами-
ческой, быстроизменяющейся системе. При 
этом допускается достаточно большая погреш-
ность измерения маршрутов, если это позволит 
получить желаемую (достаточно высокую) ско-
рость вычислений. Другими словами, требуется 
аппроксимация одной модели другой, менее 
точной, но более простой. 

Рассмотрим эту задачу в следующем виде. 
Задано множество объектов N мощностью n. 
Определенные пары объектов i, j связаны между 
собой некоторым числом (расстоянием) xi, j, 
причем xi, j = xj. i. Требуется найти: а) новое мно-
жество М мощностью m (при том, что m << n), 
в котором каждая пара связана между собой 
числом yi, j; б) функцию F, преобразующую N 
в M таким образом, чтобы значения xi, j

*, полу-
ченные для объектов N как x = f(y), имели при-
емлемое приближение с исходными xi, j, т. е. 
| xi, j – xi, j

*| < ε для всех i, j, где ε – желаемое при-
ближение. 

АППРОКСИМАЦИЯ ГРАФА

При постановке задачи множества объектов 
{ N} и расстояний {x} не заданы виде графа, од-
нако {x} можно свести к матрице достижимости 
A по следующим правилам.  

• Если в множестве х элемент xi, j единст-
венный, то ai, j= xi, j, иначе ai, j = min{xi, j} 

• Для всех пар i, j:  ai, j:=aj, i:= min(ai,j, aj,i).

• Если xi, j отсутствует, то ai, j следует най-
ти либо применяя для A алгоритм Дейкстры [1] 
(поиска кратчайшего маршрута [2]), либо ис-
пользуя следующий специальный способ, в ко-
тором будут изменяться не только те ai, j, для 
которых отсутствуют xi, j. 

Специальный способ. 
1. Для всех отсутствующих xi, j положим

ai, j = ∞. 
2. Для каждой пары объектов i, j найдем

такие k, для которых ai, k  ≠ ∞ и ak, j  ≠ ∞, и полу-
чим суммы: si, j, k:= ai, k  + ak, j. 

3. Присвоим ),(min: ijijk
k

ij asa =

4. Пересчитаем все суммы, в которых уча-
ствует ai,j, т.е. st,i,j, si,t,j где t – все объекты, кроме 
i и j. 

5. Повторим пункты 2–4  до тех пор, пока
существуют ai,j = ∞. 

Конец специального способа. 
Аппроксимацию можно проводить либо не 

задавая дополнительных условий для M, либо из 
условия, что M является подмножеством N. Ис-
пользуем второй способ, аппроксимацию для 
которого можно выполнить по алгоритму. 

1. Для каждой пары объектов рассчитаем:
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2. В качестве первой пары элементов мно-
жества M (М1 и М2) выберем Ni и Nj для которых 
r i,j – максимально. 
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3. Для каждого элемента k принадлежаще-
го N, но не принадлежащего M, найдем: 

)(min kiik ar = , где i∈ M 

4. Элемент k, для которого rk максимально,
добавим в множество М. 

5. Пункты 3–4 будем повторять до тех пор,
пока мощность М не достигнет заданной вели-
чины m. 

Приведенный подход не гарантирует полу-
чения оптимального результата, однако для дос-
таточно больших m дает значение ε, допустимое 
в практическом смысле. Можно надеяться на 
лучший результат, если на шагах 1 и 2 вместо 
пары выбирать большее количество элементов, 
например q. В этом случае вместо матрицы мы 
получаем массив размерности q. Надежда на 
улучшение для больших q следует из того, что 
оптимальный результат для m получается, если 
q = m (в этом случае этапы алгоритма 3–5 не 
требуются). Тем не менее, работа с большими q 
трудна в практическом смысле и требует боль-
ших объемов вычислений (степенная сложность 
алгоритма). Аппроксимирующие множества 
{М} и {x}  должны быть представлены в виде 
взвешенного, односвязного и неориентирован-
ного графа G – это требуется для дальнейшего 
использования результатов. Граф можно оты-
скать, используя решение следующей задачи. 

ЗАДАЧА ГЕНЕРАЦИИ ГРАФА

НА ОСНОВЕ МАТРИЦЫ

ДОСТИЖИМОСТИ

Задан взвешенный, односвязный и неориен-
тированный граф вида G = (V, E, W), где V(G) – 
множество вершин графа, E(G) – множество 
ребер, W – весовая функция, определяющая вес 
w(e) каждого ребра e. В задаче граф изначально 
представлен как «черный ящик». Известно 
множество вершин V(G). Множество ребер E(G) 
и весовая функция W(V, E) неизвестны. Иссле-
дование графа заключается в серии K экспери-
ментов следующего вида: 

• в некоторую случайную (входную) вер-
шину vp помещается «исследователь»; 

• «исследователь» движется по случайному
маршруту, т. е. в каждом узле vi следующая 
вершина vj выбирается случайным образом из 
числа вершин, связанных с vi; 

• «исследователь» перемещается по ребрам
e от вершины vi к вершине vj, складывая значе-
ния весов пройденных ребер spj = spi + + wij; 

• в любой вершине «исследователь» может

выйти из графа, обозначим эту вершину как vq; 

• после выхода «исследователь» сообщает

значение spq. 
Задача заключается в том, чтобы построить 

граф вида G’= (V, E’, W’), который в том же экс-
перименте даст полученные ранее значения spq, 
при этом E – количество ребер E – в нем бу-
дет настолько мало, насколько это возможно. 

Так как в дальнейшем граф G’  будет ис-
пользован для поиска кратчайших по весу пу-
тей, для G’ требуется выполнение следующих 
условий.  

Условие 1. Если в результате k эксперимен-
тов мы получаем множество различных по зна-
чению spq

k¸ то в графе G’ нам требуется обеспе-
чить получение только одного из них spq = 
= min(spq

k).  
Условие 2. Если в ходе эксперимента над G 

для вершин vi, vj, vh выполняется соотношение 
sih+shj < sij, то в графе G' значение sij следует по-
лучить в виде sij= sih+shj.  

Для простоты рассмотрим случай, когда 
граф G' односвязный и неориентированный. 

Решение состоит из двух этапов. 
Этап 1. Подготовка. 
В том случае, если в ходе экспериментов не 

было ни одного прохождения из вершины vi 
в вершину vj, то полагаем sij = ∞. Так как граф G' 
неориентированный и aij = = aji, cтроим исход-
ную матрицу A = (aij) по следующему правилу: 

( )k
ji

k

k
ij ssa

ij
,min= , где k – номер эксперимента.

Диагональные элементы вида aii приравниваем 
∞. Строим матрицу R = A (т. е. r ij = aij для всех 
пар i, j). 

Этап 2. Модификация матрицы R 
Шаг 1. Для каждого столбца j найдем значе-

ние ijnij ab
,1

min
=

= . Найдем jnj
bb

,1
min

=
= . Так как граф 

G' неориентированный, то у группы столбцов 
(и не менее чем у двух) b совпадет с bj, обозна-
чим любые два столбца из группы как l и m, т. е. 
bl = bm = b. 

Шаг 2. Формируем вектор D, в котором dj = 
= alj – amj.  

Шаг 3. Для каждого элемента j строки l в 
том случае, если alj – amj ≥ dj, присваиваем r lj = 
= ∞. Для каждого элемента j строки m, в том 
случае, если alj – amj ≤ –dj, присваиваем rmj = ∞. 

Шаг 4. Присваиваем bl = bm = ∞. 
Шаг 5. Повторяем шаги 1–4 до тех пор, пока 

все bj не обратятся в ∞ или не останется один 
элемент bj, отличный от ∞. 

Матрица R есть искомая матрица связности 
искомого графа G'. 

Конец решения. 
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ПРОВЕРКА НА ДОСТОВЕРНОСТЬ

В реальности приходится сталкиваться с той 
проблемой, что исходная информация (множе-
ства объектов N и расстояний между ними x) 
может содержать ошибки. Соответственно, 
ошибки будет содержать полученный граф GN. 
На практике ошибки находятся и исключаются 
в ходе эксплуатации. Тем не менее, после того 
как граф GN будет найден, его достоверность 
можно повысить на основе следующих сообра-
жений. Если при получении матрицы достижи-
мости A, выполняя правило ( )k

ji
k

kij ssa
ij
,min= , 

воспользоваться приведенным выше «специаль-
ным способом», следует обратить внимание на 
п. 3 этого способа. В случаях, когда условие 
si,j,k < ai,j выполняется для ai,j = min{xi, j}, следует 
отметить xi, k, если ai,k = min{xi, k} и отметить xk, j, 
если ak,j = min{xi, j}. Элементы, получившие наи-
большее число отметок, следует проверить на 
достоверность. Практическая транспортная за-
дача строится на основе реальной дорожной се-
ти, которая имеет следующие особенности, ис-
ходящие из практического смысла: а) угол меж-
ду соседними ребрами не может быть малым; 
б) она может быть представлена как планарный 
граф. Первое соображение приводит к следую-
щему. С учетом анализа существующей сети 
выбирается некоторый минимальный допусти-
мый угол между ребрами. В матрице связности 
из ребер выбираются треугольники. По формуле 
косинуса по трем ребрам вычисляются углы при 
каждой из пар ребер. Ребра при малых углах 
анализируются на предмет достоверности. По-
лученный граф корректируется по результатам 
анализа. Полученный граф исследуется на пла-
нарность. Если он не планарный, это означает 
либо ошибку в исходных данных, либо отсутст-
вие узла там, где он необходим. По итогам изу-
чения реальной сети делается соответствующая 
коррекция графа. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные алгоритмы позволяют по-
строить аппроксимирующий граф, исключив 
при этом наиболее явные ошибки в исходных 
данных. 
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