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Аннотация. Исследуется расположение плоских геометрических объектов в полосе. Предложен метод нахожде-
ния области допустимого размещения двух геометрических объектов, метод нахождения области допустимого 
размещения двух выпуклых и двух невыпуклых геометрических объектов, метод нахождения рациональных пара-
метров размещения повторяющегося геометрического объекта в полосе. 
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ВВЕДЕНИЕ

При производстве плоских деталей из лис-
тового и рулонного материала (вырубка, вырез-
ка, плазменная резка и т. д.), возникает задача 
оптимизации размещения заготовок на материа-
ле. Для сокращения времени и эффективности 
решения этих задач необходимо использовать 
вычислительную технику при определении наи-
более экономного способа раскроя материала. 

Общая формулировка задачи регулярного 
раскроя заключается в нахождении наиболее 
выгодного варианта размещения заготовок на 
материале с учетом критериев размещения 
(в данном случае b1) и существующих ограни-
чений (B, рис. 1), т. е. нахождение максимально-
го коэффициента плотности заполнения – max χ. 
Плотность заполнения определяется как 

χ � �/�� � �	
. (1) 

Рис. 1: b1 – период укладки, B – ширина 
полосы, S – площадь размещаемой фигуры 

При размещении плоских геометрических 
объектов (ГО) сложной формы на плоскости 
(анизотропный материал) положение каждого 
ГО в общем случае определяется двумя пара-

метрами: координатами на плоскости любой, 
связанной с ГО точки – центра ГО. В случае 
изотропного материала добавляется еще один 
параметр – угол поворота ГО, например, отно-
сительно его центра. Сведение двумерной 
(трехмерной, в случае изотропии) задачи раз-
мещения одного ГО к одномерной 
(к двумерной – изотропия) приведет к уменьше-
нию общей размерности p задачи раскроя, кото-
рая определяется по следующей известной фор-
муле p = n × t, где n – число ГО, t – число пара-
метров их положения. Поэтому важным являет-
ся разработка аппарата, позволяющего 
реализовать снижение размерности задачи. 

На данный момент существуют различные 
методы решения данной проблемы. Метод ре-
шения зависит от способа представления ин-
формации о ГО, например дискретного, растро-
вого, аналитического. В данном исследовании 
используется аналитический метод представле-
ния, так как при увеличении точности представ-
ления время расчета рационального размещения 
растет медленнее, чем при использовании дру-
гих методов представления [1]. 

В связи с вышеизложенным рассмотрим ме-
тод регулярного размещения ГО на базе геомет-
рических преобразований и нахождения области 
допустимых размещений (ОДР) ГО. Рассматри-
ваемый метод позволяет снизить на один пара-
метр размерность задачи размещения одного 
ГО, являющейся основой для решения задач 
размещения сложных плоских ГО, в том числе 
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в задачах регулярного размещения. Предлагае-
мый метод в теоретическом плане базируется на 
операциях Минковского и основан на операциях 
объединения, пересечения и движения ГО. На 
базе метода нахождения регулярного размеще-
ния реализован способ построения рациональ-
ной укладки плоских конгруэнтных ГО в полосу 
произвольной и заранее заданной ширины. 

1.ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ

В данном разделе приведены теоретические 
основы применения суммы Минковского. 

Определение. Пусть S и S ' – два точечных 
множества в пространстве. Рассмотрим все воз-
можные векторные суммы c = s + s', где s и s'  
принадлежат совокупности всех векторов соот-
ветственно S и S '. Множество Ω, определяемое 
совокупностью всех таким образом полученных 
векторов c, называется суммой Минковского 
множеств S и S ', и обозначается как (рис. 2):  

S'S⊕=Ω .         (2) 

Рис. 2 

Рассмотрим использование суммы Минков-
ского для анализа расположения двух ГО S и S '  
как множество точек на плоскости. Полагая 
сначала вектор s постоянным, получаем сумму 

S's' : s'+s=c ∈ . Затем, изменяя вектор s по
множеству S, строим сумму S'S⊕=Ω . Это же
множество можно выразить следующим обра-
зом: 

( )∪
S'∈

⊕=⊕
s'

s' SS'S .                (3) 

Для анализа взаимного положения ГО S и S ' 
используется сумма Минковского 

)S'(S −⊕=Ω  – ГО S и ГО, центрально симмет-
ричного ГО S ' относительно начала координат. 

Также для суммы доказаны ряд утверждений и 
следствий к ним [2], которые в необходимой 
мере для полноты изложения приведем здесь 
без доказательств. 

Утверждение. Пусть )S'(S −⊕=Ω . Для то-
го чтобы множества S и S ' пересекались, необ-
ходимо и достаточно перенести множество S ' 
на вектор c или множество S на вектор –c, где 

Ω∈c , а )S'(S −⊕=Ω . 
Условия взаимного расположения ГО S и S ' 

определяются из приведенных ниже следствий: 
1.ГО S и S ' пересекаются, если разность

векторов их переноса (α для множества S и β 
для множества S ') принадлежит )S'(−⊕S . 

2.ГО S и S ' не пересекаются, если разность
векторов их переноса лежит вне )S'(−⊕S . 

3.ГО S и S '  плотно расположены (происхо-
дит лишь касание их граничных точек) и S ' ка-
сается S снаружи, если разность векторов их 
переноса лежит на границе )S'(−⊕S . 

Рассмотрим рассуждения, на основании ко-
торых разработан метод нахождения ОДР двух 
ГО S и S '. 

Как следует из приведенного выше утвер-
ждения, граница ОДР находится следующим 
образом: 

)'( SSС −⊕= . 

Или с учетом (2): 

( )∪
S'−∈

⊕=−⊕
s'

SsSS ')'( .  (4) 

Из свойств суммы Минковского следует, 
что она удовлетворяет коммутативному закону: 

SSSS ⊕=⊕ '' , 

т. е. с учетом (3) имеем: 

( ) ( ) ( )( )∪
SS

SsSSSS
∈

−⊕=⊕−=−⊕ ''' . 

Следовательно, для построения ОДР нужно 
сначала выполнить построение (4) с объедине-
нием только по вершинам ГО – S ', затем объе-
динить полученный результат с аналогично вы-
полненным в соответствии с (6) объединением 
только по вершинам ГО S. 

2.МЕТОД НАХОЖДЕНИЕ ОДР

ОДР нескольких ГО находится как объеди-
нения всех возможных ОДР этих объектов [3]. 
Следовательно, ОДР двух невыпуклых ГО мож-
но рассматривать как объединение ОДР выпук-
лых ГО, которые были получены путем разбие-
ния невыпуклых ГО на выпуклые ГО. Рассмот-
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рим сначала построение ОДР для выпуклых
потом обобщим данные подход на невыпуклые

Нахождение ОДР для выпуклых

Предположим, даны два выпуклых
(рис. – 3). Требуется найти ОДР ГО

Для анализа взаимного положения
используется сумма Минковского:

(∪
''

')'(
Ss

sSS
−∈

⊕=−⊕=Ω

т. е. ГО S и ГО, центрально симметричного
S '  относительно начала координат

Из свойств суммы Минковского

SSSS ⊕=⊕ ''

( ) ( ) (∪
Ss

sSSSS
∈

=⊕−=−⊕ ''

Рис. 3 

Нахождение ОДР для невыпуклых
Предположим, даны два невыпуклых

S '.Требуется найти ОДР ГО S и S 
Выше было рассмотрено нахождение

двух выпуклых объектов. Следовательно
бьем ГО S и S ' на выпуклые ГО Существуют

различные методы разбиения многоугольника
на выпуклые ГО, например, основанные
ангуляции (примитивный алгоритм
ный метод [4], ушной метод [5]). В
мент предлагается использовать примитивный
метод разбиения многоугольника на
ники [4]. В дальнейшем планируется
вание метода, который будет разбивать
минимальное количество выпуклых

Исходя из примитивного метода
многоугольника на треугольники разобьем

S  на n треугольников, а ГО S ' на 
ков: S = S1 + S2 + … + Sn и S' = S'1 +

Алгоритм разбиения невыпуклого
треугольники 

Предположим, дан невыпуклый

(рис. 3). 
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ОДР для выпуклых ГО, 
подход на невыпуклые. 
для выпуклых ГО

два выпуклых ГО S и S ' 
найти ОДР ГО S и S '. 

взаимного положения ГО S и S ' 
Минковского: 

)S⊕ ,

центрально симметричного ГО 
координат.  

Минковского следует: 

( ))S−⊕ ' .

для невыпуклых ГО

два невыпуклых ГО S и 
 '. 

рассмотрено нахождение ОДР 
объектов Следовательно, разо-

выпуклые ГО. Существуют 
разбиения многоугольника 

например основанные на три-
примитивный алгоритм, монотон-

метод [5]). В данный мо-
использовать примитивный 

многоугольника на треуголь-
планируется использо-
будет разбивать ГО на 

количество выпуклых фигур. 
примитивного метода  разбиения 

треугольники, разобьем ГО 
на m треугольни-

+ S'2 + … + S'm. 
невыпуклого ГО на 

невыпуклый ГО S 

1. Нахождение вершины
наибольшего угла многоугольника

2. Соединение вершины
те 1 с остальными вершинами
единяющая две вершины
угольника S или пересекает одну
гоугольника – эти две вершины

3. Проверка, является ли
которые разбился ГО S, 
полученная фигура не является
то для нее повторяем пункт

4. В результате получается
щий из n треугольников (рис

Рис. 4

Обойдя все вершины по
горитму, мы разобьем невыпуклый
сколько выпуклых ГО. 

После разбиения ГО S
ОДР S и S ' равна: 

Ω =  Ω1,1+ Ω

где Ω1,1 – ОДР ГО S1 и S1

и S2', Ωn,m – это ОДР ГО Sn

будет n × m штук, их мы найдем
тода рассмотренного выше для

Алгоритм нахождения ОДР
Рассмотрим использование

щения для нахождения рациональной
конгруэнтных ГО в полосу

Задачу регулярного размещения
на материале можно свести
задаче: дан геометрический
димо найти рациональное значение
b1 и B, характеризующих размещение
(рис. 1). 

Применим описанный выше
дения области допустимых размещений
задаче. 

Нахождение области допустимых
ний для двух конгруэнтных объектов

УПР АВ ЛЕ НИ Е В СОЦИ АЛ Ь Н ЫХ И ЭКО НО МИ ЧЕ СК ИХ С И СТЕ МАХ  

Нахождение вершины соединения – 
угла многоугольника. 

Соединение вершины найденной в пунк-
остальными вершинами. Если линия, со-

вершины лежит вне много-
пересекает одну из сторон мно-

эти две вершины не соединяем. 
является ли каждая фигура, на 

 треугольником. Если 
фигура не является треугольником, 
повторяем пункт 1 и 2. 
результате получается ГО S состоя-
треугольников (рис. 4). 

Рис. 4 

вершины по предложенному ал-
разобьем невыпуклый ГО S на не-

S и S ' на выпуклые ГО, 

Ω1,2+…+ Ωn,m, 

1', Ω1,2 – это ОДР ГО S1 
n и Sm'. Таких множеств 

штук их мы найдем с помощью ме-
рассмотренного выше для выпуклых ГО. 

нахождения ОДР
использование метода разме-

нахождения рациональной укладки 
в полосу. 

регулярного размещения заготовок 
можно свести к математической 

геометрический объект S. Необхо-
рациональное значение параметров 

характеризующих размещение S в полосе 

описанный выше метод нахож-
допустимых размещений к нашей 

области допустимых размеще-
конгруэнтных объектов. 
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1. Нахождение среди вершин ГО точек O1

и ON с минимальной и максимальной ордина-
той: 

.max,min1 YOYO N →→  
2. Для удобства расчетов осуществим пре-

образование переноса начала координат в точку 
O. 

3. Поворотом ГО S на 180˚ вокруг точки O,
получаем ГО S ': 

S ' = S(-x, -y). 

4. Разбиение ГО S и S ' на выпуклые ГО S =
= S1 + S2 + … + Sn и S' = S'1 + S'2 + … + S'm. (см. 
Алгоритм разбиения невыпуклого ГО на тре-
угольники) 

5. Половина первой части ОДР Ωn,m (рис. 5,
а) определится как результат операции объеди-
нения областей Sm', размещенных в вершинах 
ГО Sn: 

{ }),,...,1( //
, NOOS i

i
imn ∀≡⊃=Ω ∪

где N – количество вершин ГО Sn. 
6. Половина второй части области размеще-

ния Ω'n,m (рис. 5, б) определится как результат 
операции объединения областей Sn, размещен-
ных в вершинах ГО Sm': 

{ }),,...,1( /'
, NOOS i

i
imn ∀≡⊃=Ω ∪

где N – количество вершин ГО Sm'. 
7. Объединение областей Ωn,m и  Ω'n,m в Ω1

и Ω2 соответственно: 

,... ,2,11,1
1

mnΩ++Ω+Ω=Ω  

.... '
,

'
2,1

'
1,1

2
mnΩ++Ω+Ω=Ω  

8. Определение ОДР Ω посредством объе-
динения первой Ω1 и второй Ω2 частей ее границ 
(рис. 5, в): 

21 Ω∪Ω=Ω . 

Для автоматизации процесса размещения 
двух конгруэнтных фигур в полосу необходимо 
разработать алгоритм автоматизированной ук-
ладки плоских объектов в полосу. Для этого 
нужно решить следующие задачи: 

• определить ОДР для двух конгруэнтных
объектов; 

• найти рациональную укладку ГО объек-
тов в полосу, при известной ОДР. 

Нахождение ОДР для двух конгруэнтных 
объектов осуществляется в восемь этапов. 

• Ввод начальных параметров: вводится ко-
личество вершин многоугольника (S) и их коор-
динаты. Координаты вершин многоугольника 
записываются в массив. 

• Нахождение для S min Y и max: поиск
среди вершин ГО min Y и max Y. Перенос мно-
гоугольника в начало координат, точка с min Y 
совпадает с точкой начала координат (0; 0). 

a  б 

в 

Рис. 5 

• Поворот ГО: поворот многоугольника S
на 180° вокруг начала координат, получаем 
многоугольник S '. Координаты полученного 
многоугольника добавляем в массив. 

• Триангуляция ГО S и S ': Разбиение ГО S
и S' на выпуклые ГО S = S1 + S2 + … + Sn и S' = 
= S'1 + S'2 + … + S'm.      

• Нахождение Ωn,m: нахождение первой час-
ти ОДР. Находится как объединение много-
угольников S'm, перенесенных в вершины мно-
гоугольника Sn. 
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• Нахождение Ω'n,m: нахождение второй
части ОДР. Находится как объединение много-
угольников Sn , перенесенных в вершины мно-
гоугольника S 'm. 

• Нахождение Ω1 и Ω2: объединение всех
Ωn,m и Ω'n,m в Ω1 и Ω2, соответственно.  

• Нахождение Ω: нахождение всей ОДР.
Объединение двух областей пересечения Ω1 
и Ω2. 

После того как найдена ОДР, можно при-
ступать к размещения конгруэнтных ГО в поло-
су. 

3.РАЗМЕЩЕНИЯ В ПОЛОСУ

После нахождения области размещения 
двух конгруэнтных ГО необходимо найти раз-
мещение конгруэнтных ГО в полосу. 

Алгоритм нахождения рациональной ук-
ладки ГО в полосу

Рассмотрим рис. 6, и в соответствии с ним 
преобразуем формулу (1): 

[ ] ( )( ) ,1 1minmax BbnXXnS x ⋅⋅−+−⋅=χ
где [S] – площадь ГО S, n – число размещенных 
в полосе ГО, Xmax и Xmin – максимальная и мини-
мальная абсцисса ГО S соответственно. 

Рис. 6 

Обычно, для больших n величиной Xmax –          
– Xmin – b1x пренебрегают, и тогда

[ ] BbS x ⋅=χ 1  или 

( ),minmaxminmin iiYYi YYXX

S

ii
−⋅−

=χ
→Ω→

где [S] – площадь ГО S. 

При известной ОДР Ω рациональная уклад-
ка в полосе, соответствующая функции цели 
max χ, определится как: 

( ),minmaxminmax minmin iiYYi YYXX
ii

−⋅−→χ →Ω→

так как [S] = const. 
Осуществляя преобразования поворота 

с определенным шагом на угол θ → {0,…,π} 
относительно начала координат ГО S и ОП 
формулам 

,cossin

,sincos
/

/

θ⋅+θ⋅−=
θ⋅+θ⋅=

YXY

YXX

находим рациональное решение и соответст-
вующие ему параметры размещения: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),minmin1 θ−θ=θ θ→Ωθ→ ii YYix XXb

( ) ( ) ( ).minmax θ−θ=θ ii YYB

В том случае, если ширина полосы является 
величиной заранее заданной (B = const) или мо-
жет быть выбрана из конечного ряда (B = {B1, 
B2,..., BN}), в выражении появятся дополнитель-
ные ограничения: 

iii BYY maxminmax ≤−

и рациональному решению будет соответство-
вать только параметр b1x в случае B = const, а 
также BN , соответствующее: 















−≥

≥⋅−
→χ →Ω→

)min(max

min
minmax minmin

ii

NYYi

YY

BXX
ii

в случае выбора ширины полосы из конечного 
ряда. 

Реализация  алгоритма нахождения ра-
циональной укладки ГО в полосу. 

На рис. 7 приведена блок-схема алгоритма 
нахождения рациональной укладки в полосу, 
при условии, что ОДР Ω была найдена ранее. 

Рассмотрим каждый блок. 
1) Ввод начальных параметров: задаем ши-

рину полосы (B). 
2) Ввод начальных параметров: задаем ши-

рину полосы (B). 
3) 0 ≤ θ ≤ π: изменяем угол θ с определен-

ным шагом от 0 до π, чем шаг меньше, тем вре-
мя выполнения программы больше, а результат 
точнее. 

4) Поворот: осуществляем поворот ГО S
и ОП на угол θ. 

5) Нахождение χ: рассчитываем значение
коэффициента заполнения полосы χ. 

6) Нахождение max χ: сравниваем получен-
ное значение коэффициента заполнения полосы 
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χ с предыдущим значением, полученным при 
другом значении угла θ. Тем самым находим 
max χ. 

7) Вывод результата: после того, как угол θ
станет больше π, выводим координаты ГО по-
вернутого на угол θ, при котором коэффициент 
заполнения полосы χ максимален. Так же выво-
дится оптимальный размер полосы B. 

Рис. 7 

РЕЗУЛЬТАТЫ ВЫЧИСЛИЕЛЬНОГО

ЭКПЕРИМЕНТА

В результате вычислительного эксперимен-
та были получены следующие данные: для ГО S  
(рис. 6) и ширины полосы B = 6, было рассчита-
но рациональное размещение ГО в полосе 
(рис. 8), где ширина полосы и шаг равны B = 
= 4,563, b = 4,602. Вычислительный экспери-
мент проводился на компьютере модели ASUS-
X55SR, время выполнения 2 с.  

Рис. 8 

ВЫВОДЫ

Таким образом, получены следующие ре-
зультаты: 

1. Разработан алгоритм нахождения ОДР
для двух выпуклых ГО. 

2. Разработан алгоритм нахождения ОДР
для двух невыпуклых ГО. 

3. Разработан алгоритм нахождения опти-
мального размещения плоских конгруэнтных 
ГО в полосу. 

4. Перечисленные выше алгоритмы автома-
тизированы и реализованы с помощью языка 
программирования Delphi. Зарегистрировано 
программное средство [6]. 
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