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Аннотация. Рассматривается детерминированный подход к задачам стохастического оптимального 
управления, основанный на формуле разложения решения стохастического дифференциального 
уравнения, который позволяет рассматривать стохастическую задачу как параметризованное семейство 
детерминированных задач. Показано, что при модфикации соответствующим образом функционала 
потерь, оптимум детерминированной задачи достигается на неупреждающей функции управления, 
которая также является оптимальной для стохастической задачи. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящей работе исследуется связь между 

стохастическими и детерминированными зада-

чами оптимального управления. Некоторые ре-

зультаты из ранних исследований, направленных 

на установление связи между стохастическими и 

детерминированными задачами оптимизации, 

представлены в работах [1, 2] в 70-х гг. В этих 

работах показано, что в некоторых случаях 

стохастическая задача может быть рассмотрена с 

детерминированной точки зрения, сформули-

рована одна из значимых проблем перехода к 

детерминированным задачам, заключающаяся в 

обеспечении неупреждаемости решений, и 

предложен метод, который путем изменения 

функционала потерь множителями Лагранжа 

позволяет накладывать ограничения неупреж-

даемости. 

Позже, в начале 90-х гг. в работах [3, 4], 

исследовалась связь между линейными и 

нелинейными стохастическими и детермини-

рованными задачами оптимального управления. 

В работе [4] подробно исследована 

нелинейная задача управления. Доказана 

возможность представления стохастической 

задачи в виде параметризованного семейства 

детерминированых задач. Приведена явная 

формула для множителя Лагранжа, используемого 

для наложения ограничения на неупреждаемость. 

Для сведения стохастической задачи к 

детерминированной авторами работы [4] 

используется формула для разложения решения 

СДУ (стохастического дифференциального урав-

нения) Ито  
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которая имеет следующий вид 
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Такое разложение позволяет определить 

решение СДУ для упреждающих управлений. 

Решение при этом понимается в смысле работы 

[5]. Определение решения уравнения для 

упреждающих управлений позволяет авторам 

работы [4] перейти к детерминированным 

задачам, при этом неупреждаемость решений 

достигается введением множителей Лагранжа. 
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Для анализа детерминированной оптимизацион-

ной задачи и поиска подходящих значений 

множителей Лагранжа используется метод дина-

мического прогаммирования. 

В ходе доказательства основных утверждений 

авторам приходится сталкиваться с уравнением 

Гамильтона–Якоби–Беллмана, для решения 

которого, а так же для представления функции 

выигрыша через фазовую координату, авторам 

приходится пользоваться результатами работ [6], 

[7] по приближению решений СДУ решениями 

ОДУ (обыкновенных дифференциальных уравне-

ний), а также стохастическим методам характе-

ристик [8], которые приводят к довольно сложным 

вычислениям и сильным ограничениям. 

Настоящая работа основана на результатах 

работы [4], являясь ее дополнением и, в некотором 

сымсле, упрощением. Применение представлен-

ного в работе [9] понятия симметричного 

интеграла позволяет по-новому определить 

решение задачи с упреждающим управлением. В 

отличие от работы [4] для сведения стохас-

тической задачи к детерминированной исполь-

зуется формула разложения решения СДУ (см. 

[10]), которая позволяет существенно упростить 

технику вычисления и ослабить многие пред-

положения. 

ОСНОВНОЙ РЕЗУЛЬТАТ 

Пусть ),)(,,( 0 PFF Tt  — полное вероят-

ностное пространство, наделенное естественной 

фильтрацией одномерного стандартного 

винеровского процесса, tW , ][0,Tt , 0>T . 

Обозначим через A  множество функций 

,][0,: mTu R U  измеримых относительно 

 -алгебры FT ][0,B , а через N  – его 

подмножество, состоящее из неупреждающих 

функций. 

Рассмотрим задачу оптимального управления 

одномерным процессом 

,=(0),)(),(= 0xxdWxdtuxbdx ttttt   (1)
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здесь R][0,: Txt  — фазовая координата, 

tu  — управляющая функция, ,: RRR b

,:, RR g  R][0,: Tf  RR — измери-

мые функции, E  — символ математического 

ожидания, )(uJE  — функционал качества. 

Всюду далее будем использовать обозначение 

).(),,(=)(
0 Ttt

T
xgdtuxtfuJ    (3) 

 Лемма 1.  Пусть функционал качества 

)(uJ  определен и имеет смысл для всех Au , 

тогда  

)(inf=)(inf uJuJ
AuAu 

EE  (4) 

Доказательство. Положим )(inf= uJM Au E  

и .)(inf=)(= uJmm Au Тогда для любого Au  

имеем  

.)(и)( muJMuEJ   (5) 

Кроме того, для любого 0>  найдутся Au *
 и 

Au  такие, что 

.<)(<)( *  muJиMuJE  (6) 

Комбинируя (5) и (6), имеем 

,|<| MmE   (7) 

что в силу произвольности   равносильно (4). 

□ 

 Следствие 1. Если точная нижняя грань в 

првой части (4) достигается на функции u , то 

на той же функции достигается инфимум и в 

левой части.   

 Доказательство. Следует из того, что 

)(=)(inf=)(inf uJuJuJ uu EEE .  

□ 

Лемма 1 позволяет рассматривать параме-

тризованную детерминированную задачу 

минимизации функционала )(uJ  функциями 

.Au   Кроме определения )(uJ  для упрежда-

ющих управлений, такой подход также требует 

определить дифференциальное ограничение, 

накладываемое уравнением (1), так как оно не 

определено для упреждающих u  и не имеет 

потраекторного смысла. 

Уравнение (1) для упреждающих управлений 

может быть определено при помощи симмет-

ричного интеграла. Симметричный интеграл, 

впервые введенный Насыровым в работе [9], 

определяется для любых непрерывных функций, 

выступающих в качестве интеграторов. 

Построенный по траекториям винеровского 

процесса симметричный интеграл п.н. совпадает с 

интегралом Стратоновича по тому же процессу 
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(подробнее см. [10]). При этом он не требует 

неупреждаемости коэффициентов, и для него 

может быть определено решение следующего 

дифференциального уравнения (семейства 

параметризованных дифференциальных уравне-

ний с симметричным интегралом) в потраек-

торном смысле  

,=(0)),,(*)),((
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0xxtdWtx

dttutxbtdx




(8) 

где Au , а b
~

 определен ниже. Для каждого   

решением (8) называется функция ),( tx , для 

которой определены интегралы в правой части и 

которая обращает интегральное равенство, 

соответствующее (8), в тождество. Известно (см. 

[10]), что это решение при неупреждающих 

коэффициентах п. н. совпадает с решением 

соответствующего СДУ в форме Стратоновича. 

Ввиду этого, если уравнение (1) переписать в 

форме Стратоновича  
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то для упреждающих u  его можно интер-

претировать в форме (8). Для неупреждающих же 

управлений (1), (9) и (8) совпадают. 

Таким образом, определив решение для более 

широкого класса управляющих функций ,A

можно корректно сформулировать задачу 

упреждающего оптимального управления: 

требуется найти u , доставляющий минимум 

функционалу )(uJ  при условии (8) 
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Далее нам понадобится теорема о разложении 

решений дифференциальных уравнений с 

симметричным интегралом, доказательство 

которой приведено в [10]. 

 Теорема 1.  Пусть :),(),,( xtxtb 

RR][0,T  — непрерывные функции, 

равномерно липшицевые по x . Пусть, кроме 

того, t  непрерывна, и существует константа 

0>C , такая что Cxt  |),(| . Тогда решение 

уравнения с симметричным интегралом  

,=(0)),(*))(,())(,(=)( 0xxtdWtxtdttxtbtdx 
 

имеет вид ))()(,(=)( tWtyttx  , где ),( vt  

есть явное выражение для   из соотношения  
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а )(ty  является решением следующей задачи 

Коши 
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Воспользуемся теоремой 1 и докажем другую 

теорему, позволяющую свести упреждающие 

стохастические задачи оптимального управления 

к детерминированным задачам. 

 Теорема 2.  Пусть ),( uxb  и )(x  в 

уравнении (8) непрерывны вместе со своими 

производными xb , ub  и  . Пусть, кроме того, 

существует константа 0>C  такая, что 

Cx  |)(| . Тогда задача (8), (10) эквивалентна 

семейству детерминированных задач следующего 

вида  
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где   – некоторая известная функция, 1  – 

функция, обратная к ней.   

 Под эквивалентностью в теореме 2 

понимается равенство решений двух задач. 

Доказательство. Из теоремы 1 следует, что 

решение (8) имеет вид  

)),,(),((=),(  tWtytx   (13) 

где )(v  — функция определяемая из 

соотношения 
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v
d







а )(ty  — решение задачи Коши для ОДУ 
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Функционал (3), записанный с использованием 

(13), имеет вид (12). Лемма 1 и его следствие 

гарантируют, что если измеримая функция u  

доставляет минимум функционалу (12), то она же 

доставляет минимум функционалу (10), и 

выполнено  

))).,()(((

))(),,()((,(=)(
0





TWTyg
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 Теперь, из того, что уравнение (8) 

эквивалентно паре (13), (14), следует, что задача 

(11), (12) эквавалентна задаче (8), (10). 

□ 

Теорема 2 позволяет проследить связь между 

стохастическими и детерминированными задача-

ми оптимального управления, которая 

заключается в том, что упреждающая 

стохастическая задача может быть сведена к 

параметризованному семейству детерминиро-

ванных задач. Если в стохастическую задачу (8), 

(10) добавить ограничение, которое гарантирует 

достижение минимума на неупреждающей 

функции Nu , то теорема 2 может быть 

использована для решения задачи (1), (2). Такое 

ограничение неупреждаемости может быть 

наложено путем добавления к функционалу 

качества множителей Лагранжа и решения 

несколько измененной задачи: 

)].()),,(([inf 0 Tttt
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Основным результатом работы является 

следующая теорема, которая утверждает, что 

такой множитель Лагранжа существует, и 

предоставляет явную формулу для нее. 

Теорема 3  Пусть функции b ,  , f , g

непрерывны вместе со своии производными xb , 

ub , uub  ,  , xf  , uf  , uuf  , g  . Пусть, кроме 

того, существует константа 0>C  такая, что 

Cx  |)(| . Далее, предположим, что существует 

решение ),( **
tt ux  задачи (1), (2), и для всех 

U R][0,),,( Tuxt  выполнено 
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где )(t  есть решение задачи Коши 
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Тогда следующая задача детерминированного 

оптимального управления  
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где 
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имеет решение, совпадающее с *u . 

Доказательство. Из теоремы 2 следует, что 

задача (8), (15) эквивалентна задаче (17), (18), для 

решения которой будем использовать принцип 

максимума Понтрягина. Функция Гамильтона– 

Понтрягина имеет вид  

,)(=



b

ufH  

где )(= t  — сопряженная переменная, подчи-

няющаяся уравнению 

2
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с начальным условием )(((=)( TygT 

)),()(())),(  TWTyTW . 

При выполнении (16) вторая частная 

производная H  по переменной u  отрицательна, 

следовательно, функция H  является выпуклой 

вверх. Равенство нулю первой производной по u  

при 
*= uu
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гарантирует, что максимум Понтрягиана, а следо-

вательно, и оптимум достигается на *u . 

□ 

Замечание. Расширенное интерпретирование 

уравнения (1) в виде (8) позволяет распространить 

результаты работы на задачи, в которых 

дифференциальное ограничение вместо винеров-

ского процесса tW  содержит произвольный 

случайный процесс )(tX  с траекториями неог-

раниченной вариации, т. е. имеет вид 

).(*)(),(=  ttttt dXxdtuxbdx  

Последнее уравнение интерпретируется в смысле 

симметричного интеграла, и для задачи 

минимизации функционала  

))((),,(=)(
0

TxgdtuxtfuJ tt

T
  

справедливы результаты. аналогичные приве-

денным в теоремах 2 и 3.   
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