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Аннотация. Эффективное применение метода дополнения Шура на гибридных (СPU/GPU) архитектурах 
связано с распределением вычислений между центральным процессором и графическими ускорите-
лями. Показано, что формирование матриц дополнения Шура может эффективно выполняться на гра-
фическом ускорителе для матриц, состоящих из нескольких тысяч строк и столбцов. Для решения ин-
терфейсной системы предложен параллельный алгоритм метода сопряженных градиентов с явным 
предобуславливателем, позволяющий достигать существенного ускорения вычислений на нескольких 
GPU.  
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ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время метод дополнения Шура 

[1, 2] принято рассматривать как гибридный 

метод решения систем линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ) [3, 4], сочетающий 

преимущества как прямых, так и итерационных 

методов, и учитывающий различные архитекту-

ры параллельных вычислительных систем. На 

основе дополнения Шура [5] строятся эффек-

тивные предобуславливатели для решения 

СЛАУ различных видов [6]. Раскрыть преиму-

щества данного метода как гибридного позво-

ляют вычисления на CPU/GPU архитектурах. 

Эффективное применение графических ускори-

телей, тем более нескольких, в методе дополне-

ния Шура связано с распределением вычисле-

ний между CPU и GPU, и соответствующей де-

композицией матриц.  

Появление программного обеспечения для 

вычислений общего назначения на графических 

устройствах (GPGPU), такого как CUDA, 

OpenCL и интерфейса прикладного программи-

рования OpenACC (http://www.openacc.org), по-

зволило на операциях линейной алгебры полу-

чать ускорение вычислений в десятки и сотни 

раз по сравнению с центральным процессором. 

Работа выполнения в рамках программы Президиума 

РАН № 18 при поддержке УрО РАН (проект 12-П-1-

1005) и гранта РФФИ 11-01-00275-а. 

Тысячи потоков (нитей) GPU могут эффективно 

выполнять одновременно большое число про-

стых арифметических операций, что характерно 

для мультипликативных и аддитивных опера-

ций с векторами и матрицами. Вместе с тем по-

следовательные операции и ветвления, харак-

терные для прямых методов (разложение мат-

риц на треугольные множители), выполняются 

на GPU медленнее, чем ядрами CPU. Кроме то-

го, графический ускоритель обладает сущест-

венно меньшим объемом собственной опера-

тивной памяти, чем типичный современный вы-

числительный модуль, что приводит к необхо-

димости использования в расчетах нескольких 

GPU, в том числе связанных вычислительной 

сетью. 

Переход к параллельным вычислениям на 

нескольких графических ускорителях предпола-

гает использование разных технологий парал-

лельного программирования: CUDA – для вы-

числений на одном GPU, OpenMP – для распа-

раллеливания вычислений между несколькими 

GPU внутри одного вычислительного модуля.  

В данной работе метод дополнения Шура 

рассматривается применительно к системам 

уравнений, получаемым при решении трехмер-

ных задач теории упругости и наследует разде-

ление расчетной конечно-элементной сетки при 

формировании блочной структуры матриц сис-

темы. 

http://www.openacc.org/
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1. МЕТОД ДОПОЛНЕНИЯ ШУРА 

Рассмотрим построение дополнения Шура 

как один из вариантов методов декомпозиции 

области в виде алгоритма метода подструктур 

[2, 7]. Для обеспечения независимости вычисле-

ний в отдельных подобластях и последующего 

их взаимодействия все узлы области делятся на 

два множества: внешних и внутренних узлов.  

Неизвестные перемещения области рассматри-

ваются в виде суперпозиции двух составляю-

щих. Первая составляющая – перемещения, вы-

званные внешними силами при закреплении 

границ в подобластях. Перемещения каждой 

подобласти определяются из уравнений, вклю-

чающих неизвестные, связанные только с дан-

ной подобластью. Вторая составляющая – пере-

мещения, вызванные смещениями границ по-

добласти с исключенными внутренними узлами. 

Пусть область Ω разбита на nΩ непересе-

кающихся подобластей (1). 
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Разделение на подобласти наследуется от 

процесса разделения дуального графа расчетной 

сетки 
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здесь множество вершина графа V – это множе-

ство конечных элементов расчетной сетки, 

множество ребер графа E – множество смежных 

конечных элементов, VVi   – множество ко-

нечных элементов, образующих подобласть. 

Далее полагается, что все подграфы Gi(Vi,Ei) 

связные, в противном случае система уравнений 

(2) для подобласти Ωi распадается на несвязан-

ные системы уравнений.  
Узлы расчетной сетки образуют множество 

V̂ и условно разделяются на внешние 
iBV̂  – при-

надлежат границе области и внутренние  
iIV̂  – 

связанные с узлами подобласти сетки, соответ-
ствующей подграфу Gi(Vi,Ei). Из множества 
внешних узлов выделяются интерфейсные  

ii BС VV ˆˆ  , связанные с узлами из других подоб-
ластей. 

Для каждой подобласти Ωi строятся системы 

уравнений, причем степени свободы, связанные 

с внутренними и внешними (граничными) узла-

ми, разделяются: 
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где индексы I, B относятся к внутренним и гра-

ничным степеням свободы соответственно. 

Система для интерфейсных узлов определя-

ется как 

,
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здесь SBB – матрица граничных жесткостей или 

дополнение Шура для подобласти i, вектор Bf
~

 – 

вектор правых частей. 

Как правило, для расчетов задач использу-

ется усовершенствованный алгоритм метода 

подструктур. В его основе лежит использование 

свойств невырожденности и положительной 

определенности матриц подобластей. Для этих 

матриц существует разложение Холесского 

,T
IIIIII LLA   

где L – нижняя треугольная матрица с положи-

тельными диагональными элементами. Исполь-

зование разложения Холесского значительно 

сокращает вычислительные затраты и исполь-

зуемый объем оперативной памяти. 

Рассмотрим реализацию последовательного 

алгоритма вычисления дополнения Шура (nΩ>np 

и число процессоров np = 1) и вычислительные 

затраты, связанные с каждым шагом выполне-

ния (после шага алгоритма показано число не-

обходимых операций с учетом симметрии мат-

риц, причем операция сложения и умножения 

принимается как одна).  

Алгоритм 1 (Последовательный вариант 

дополнения Шура): 

1. Выполним разложение Холесского мат-

рицы AII для соответствующей подобла-

сти (индекс i опущен) 
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2. Вычисляем вспомогательные перемен-
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3. Сформируем матрицы граничной жест-

кости подобластей 
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4. Формируем вектор правой части 
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5. Собираем и решаем систему уравнений 
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6. Определяем неизвестные для внутрен-

них узлов 
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Здесь 
Kk BBII VmnVmn ˆ,ˆ   – число внут-

ренних и граничных степеней свободы соответ-

ственно, m – число степеней свободы в узле сет-

ки, h – шаг сетки, H – размер подобласти, M –  

предобуславливатель для дополнения Шура. На 

пятом шаге Алгоритма 1 приведена оценка обу-

словленности матрицы SBB, а не вычислительная 

сложность, которая зависит от выбора метода 

решения системы уравнения. В данной работе в 

качестве метода решения СЛАУ использовался 

метод сопряженных градиентов с различными 

предобуславливателями. Матрицы SBB, AII поло-

жительно определены и симметричны. 

2. РЕСУРСОЕМКОСТЬ МЕТОДА 

ДОПОЛНЕНИЯ ШУРА 

Для обеспечения эффективной работы с 

матрицами используются различные схемы хра-

нения. Матрицы SBB, AII являются симметрич-

ными, поэтому возможно хранение только ее 

части (верхний или нижний треугольник с диа-

гональю). Оценка ресурсоемкости схем хране-

ния производится исходя из симметрии матриц. 

Простейший вариант – хранить матрицу, не ис-

ключая нулей. В этом случае для хранения ис-

пользуется массив по числу элементов матрицы 

N
2
. Этот способ является наиболее затратным по 

использованию памяти, что становится сущест-

венным при решении больших задач. 

Формат хранения (DCSR), используемый 

при вычислениях в данной работе, представляет 

массив, состоящий из списка упакованных 

строк и реализован в системе конечно-

элементного анализа FEStudio [7, 8]. Каждая 

строка матрицы представляет структуру, со-

стоящую из двух массивов. Первый массив хра-

нит значения ненулевых элементов, второй – 

столбцовые индексы этих элементов. Размер 

каждого из массивов для строки i равен числу 

ненулевых элементов Nnzi и меняется динами-

чески по мере необходимости. 

Предложенный формат DCSR является раз-

новидностью распространенного формата хра-

нения разреженных матриц – формат CSR 

(Compressed Sparse Row Storage Format). Для 

матрицы A в формате CSR выделяются три од-

номерных массива, в которых хранятся ненуле-

вые значения {aij | aij ≠ 0, 0 ≤ i, j ≤ N}, их столб-

цовые индексы {j | aij ≠ 0, 0 ≤ i, j ≤ N} и позиции 

элементов ai0, 0 ≤ i ≤ N в двух первых массивах.  

Сравним ресурсоемкость предложенных 

схем хранения матриц по следующим парамет-

рам: занимаемая память, алгоритмическая 

сложность доступа к элементу и его добавления. 

Оценка показывает, что алгоритмические слож-

ности доступа к элементу O(2Nβ + 1) и его до-

бавления для ленточного формата составляет 

O((2Nβ + 1)N), для DCSR – O(Nnz*) и O(Nnz*) 

соответственно, а для формата CSR – O(Nnz*) и 

O(Nnz), здесь 
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Необходимый объем памяти для ленточного 

формата – (8(2Nβ + 1)N), для формата DCSR – 
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для формата CSR – (12Nnz + 4(N + 1)) байт. 

В этом случае полагается, что при хранении ве-

щественной величины используется 8 байт па-

мяти, и 4 байта – для целого числа. В симмет-

ричном случае величины (2Nβ + 1) в оценках 

сложности алгоритма (и приведенной далее час-

тоты доступа) заменяются на (Nβ + 1), а Nnz и 

Nnzi относятся к элементам треугольной матри-

цы. 

Отметим, что формат DCSR более удобен, 

чем CSR при выполнении треугольного разло-

жения матрицы AII, когда в строках появляются 

новые ненулевые элементы. В этом случае из-

менение в одной из строк не требует смещения 

всех последующих элементов в массивах, как в 

формате CSR. Поэтому процедура добавления 

нового элемента имеет меньшую алгоритмиче-

скую сложность O(Nnz*), чем в формате CSR – 

O(Nnz). Кроме того, из представленных форма-

тов, необходимых для DCSR, объем памяти яв-

ляется минимальным. 

Преимущества ленточного формата по 

сложности доступа и добавления элемента ком-

пенсируются необходимым объемом памяти 

(8(2Nβ + 1)N) и частотой доступа к элементам 

матрицы O((2Nβ + 1)N), вместо O(Nnz) для фор-

матов DCSR и CSR. Здесь  
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– так называемая полуширина ленты, зависящая 

от нумерации неизвестных и уравнений, N – 

размерность матрицы, Nnz – число ненулевых 
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элементов в матрице, Nnzi – число ненулевых 

элементов в i-й строке матрицы. 

Как показали эксперименты [9], схема хра-

нения оказывает существенное влияние на вре-

мя вычислений. Отметим, что для ленточных 

матриц время формирования дополнения Шура 

составляет порядка 80 %. Переход на формат 

DCSR для матриц ABB, AIB, AII в одной и той же 

задаче дал сокращение затрат в четыре раза. Та-

ким образом, в последовательном варианте наи-

более эффективным с точки зрения ресурсоем-

кости и алгоритмической сложности представ-

ляется использовать метод дополнения Шура с 

разложением Холесского матрицы AII и хране-

нием матриц в сжатом формате. 

Обработка строк матрицы, хранящейся в 

формате DCSR, на графическом ускорителе 

(GPU) потребует для каждой строки: выделения 

памяти на GPU, копирования строки и далее, в 

ядре CUDA, выполнения вычислений над стро-

кой и возвращения результата в оперативную 

память или кэш CPU. Таким образом, потребу-

ется 2N выделений памяти и копирований мас-

сивов размера Nnzi, вместо выделения памяти и 

копирования двух массивов размера Nnz, по-

этому для вычислений на GPU матрица перево-

дится в CSR формат. 

3. ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ МЕТОД 

ДОПОЛНЕНИЯ ШУРА И ЕГО 

ЭФФЕКТИВНОСТЬ 

В методе дополнения Шура можно реализо-

вать два уровня распараллеливания: первый 

уровень связан с разделением вычислений меж-

ду подобластями [8, 9], второй – с параллельной 

реализацией методов, которые используются 

для формирования внутри отдельной подобла-

сти. Помимо этого, распараллеливанию подле-

жит и решение системы для дополнения Шура 

(интерфейсной системы). В представленной ра-

боте рассматривается второй уровень распарал-

леливания, для которого предложены алгорит-

мы формирования матриц дополнения Шура, а 

также решение интерфейсной системы уравне-

ний с использованием нескольких графических 

ускорителей. 

Рассмотрим Алгоритм 1, исходя из обозна-

ченных вариантов распараллеливания. Как вид-

но, шаги 1–4, 6 выполняются для каждой по-

добласти независимо, что говорит о естествен-

ном параллелизме, который обеспечивает пер-

вый уровень распараллеливания – на уровне 

области. 

Наиболее трудоемкими шагами алгоритма 

являются: процессы формирования матрицы 

дополнения Шура – шаги 1–3, вектора правых 

частей – шаг 4, а так же решение системы – 

шаг 5. Вычисления внутри каждой подобласти 

выполняются независимо от других подобла-

стей, значит, становится возможной их парал-

лельная реализация. 

При реализации параллельных алгоритмов 

неизбежно возникает проблема балансировки 

вычислительной нагрузки. В качестве примера 

рассмотрим шаг 4 алгоритма метода дополнения 

Шура. На этом шаге происходит формирование 

локальных матриц дополнения Шура, выпол-

няемое независимо на каждой из подобластей. 

На следующем шаге решается система уравне-

ний с глобальной матрицей дополнения Шура, 

состоящей из локальных (см. соотношение (3)), 

т. е. шаг 5 не может быть выполнен, пока не за-

вершится формирование локальных матриц же-

сткости всеми параллельными процессами (по-

токами). 

Таким образом, источников неравномерно-

сти нагрузки может быть несколько. Одним из 

них является неравномерное распределение ко-

личества подобластей на вычислительные узлы.  

Этот недостаток легко исключить, разделив об-

ласть на количество подобластей, кратное коли-

честву используемых вычислительных узлов. 

Другой источник – неравномерное распределе-

ние узлов сетки и конечных элементов по по-

добластям. В этом случае разбалансировка и 

неоднородность разделения исключается зада-

нием дополнительных условий при разделении 

сетки. 

Сбалансированное распределение вычисли-

тельной нагрузки при выполнении шагов 1–4 

зависит не от общего числа узлов 
iV̂

 в подоб-

ластях Ωi, а от числа внутренних iIV̂
 и внешних 

IBV̂
 узлов в подобластях. Вместе с тем сетки 

для трехмерных областей с развитой поверхно-

стью (пружины, тонкие пластины и оболочки) 

содержат большое число конечных элементов, в 

которых все узлы принадлежат границе расчет-

ной области. Разделение дуальных графов таких 

сеток и выполнение условия 

jiVV ji  ,ˆˆ
 

приводит к подобластям .0ˆ: 
iIi V  

Наглядным примером является задача моде-

лирования напряженно-деформированного со-
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стояния пружины, рассматриваемая в данной 

работе. 

Геометрия пружины аппроксимируется не-

структурированной расчетной сеткой (рис. 1) с 

ячейками в виде тетраэдров, число ячеек |V| = 

=174264, число узлов V̂  = 40743. Для получе-

ния подобластей ,0ˆ: 
kIi V дуальный граф 

полагался взвешенным G(V,E,W), с множеством 

весов W = {ωk}. Если хотя бы один из узлов ко-

нечного элемента не лежит на  , то вес соот-

ветствующей вершины графа ωk = 3, в другом 

случае ωk = 1. 

Рис. 1. Исходная сетка 

а б 

Рис. 2. Разделенная сетка: а – на 16 

подобластей; б – на 1024 подобласти 

Проведенные вычислительные эксперимен-

ты с различным числом подобластей (nΩ = 16, 

32, …, 1024) показали, что увеличение числа 

подструктур приводит к увеличению размера 

матрицы дополнения Шура. Отметим, что число 

подобластей увеличилось в 64 раза, а размер 

матрицы SBB только в 1.44 раза (N = 66030 в 

случае nΩ = 16, и N = 95523 – для nΩ = 1024). 

Вместе с тем число ненулевых элементов мат-

рицы дополнения Шура уменьшилось в 18 раз 

(с Nnz ≈ 2,7∙10
8
 в случае 16 до Nnz ≈ 1,5∙10

7
 – 

для 1024 подобластей), как следствие, умень-

шилось ее заполненность с 6.11 % до 0.16 %. 

В среднем примерно каждый шестнадцатый 

элемент в строке SBB является ненулевым (4041 

из 66030), при nΩ = 16 подобластей (рис. 2, а), и 

примерно каждый шестисотый (154 из 95523) – 

при разделении на 1024 подобласти (рис. 2, б). 

Важно отметить, что размер системы для 

дополнения Шура меньше размера исходной 

конечно-элементной системы (в рассмотренных 

случаях в 1.4–2 раза). Вместе с тем заполнен-

ность матрицы SBB на один-два порядка больше, 

чем заполненность глобальной матрицы жест-

кости (0.03 %). 

3.1.  Формирование матрицы 

дополнения Шура 

Одной из самых затратных операций фор-

мирования дополнения Шура является обраще-

ние матрицы AII. Обычно методами нахождения 

обратной матрицы являются плохо распаралле-

ливаемые прямые методы, например метод об-

ращения матрицы на основе LL
T
-разложения. 

Рассматриваемый в работе алгоритм вычис-

ления обратной матрицы состоит из решений 

матричной системы вида AIIX = E, где E – еди-

ничная матрица nI × nI. Система эффективно 

решается на GPU предобусловленным алгорит-

мом сопряженных градиентов (см. следующий 

параграф). Если в правой части системы вместо 

матрицы E брать AIB, то ее решением будет мат-

рица  

.' 1
IBIIIB AAA   

Такое представление позволяет заменить 

операции обращения матрицы и матричного 

произведения на решение nB систем, каждая из 

которых решается независимо, и использовать 

одновременно несколько GPU. Дополнение 

Шура SBB или матрица граничных жесткостей 

вычисляется по соотношениям (3), где 

.,,, BIIBIIBB nn
IB

nn
BI

nn
II

nn
BB RARARARA




Пусть j
Bn~  – количество столбцов матрицы ABB,

пересылаемых на i-й GPU. Каждый графический 

ускоритель решает j
Bn~  систем вида:

,k
IB

k
II aaA 

здесь k
IBa  – k-й столбец матрицы AIB, 

 .,,,',,~,~ 21
1

00

Bn
IB

i

j

j
B

i

j

j
B aaaAnnk 








 





При реализации независимого решения сис-

тем уравнений на нескольких графических ус-

корителях используется технология OpenMP. 

Для этого создаются несколько нитей (число 

которых равно количеству доступных устройств 
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GPU), определяется номер нити и каждой на-

значается графический ускоритель с тем же но-

мером. 

Ниже представлен Алгоритм 2, реализую-

щий этот подход. На каждом GPU после реше-

ния систем остается матрица 

    .,~,~|','
1

00 















 






i

j

j
B

i

j

j
B

ki

IB
nni

IB nnkaARA
i
BI

Алгоритм 2 (параллельный алгоритм формиро-

вания дополнения Шура на каждой подобласти 

ΩI (индекс i опущен): 

1. Решаем систему

;' IBIBII AAA   

{матрицы хранятся на GPU в CSR фор-

мате, решение – по столбцам} 

2. Сформируем матрицы граничной жест-

кости подобластей

;'IBBIBBBB AAAS   

{SBB и результат произведения матриц – 

построчно, ABB – CSR формате} 

3. Формируем вектор правой части

;
~

xAff BIBB   

{x – решение системы AII x = fI} 

4. Собираем и решаем систему уравнений

;
~~

BBBB fuS   

{SBB формируется в DCSR на CPU, а затем 

копируется в CSR на GPU} 

5. Определяем неизвестные для внутрен-

них узлов

.~' BIBI uAxu 

{x и AʹIB вычислены ранее, и хранятся на 

CPU} 

Это позволяет без дополнительных комму-

никаций выполнить оставшиеся операции (про-

изведение и разность матриц, см. соотношение 

(3)) для каждой матрицы (AʹIB)
i
 независимо на

нескольких GPU, которые используются при 

вычислении матриц i
BBS . Далее формируется 

глобальная матрица дополнения Шура SBB (шаг 

4 в Алгоритме 2), состоящая из локальных i
BBS , 

принадлежащих i-й подобласти. 

Локальные матрицы дополнения Шура хра-

нятся в несжатом формате. Матрица SBB после 

формирования преобразуется из несжатого к 

тому формату, в котором будет наиболее удоб-

ной с ней работать на GPU, например CSR. 

В табл. 1 приведено время параллельного 

формирования матрицы дополнения Шура в за-

висимости от числа подобластей и GPU. Во вто-

рой колонке представлены данные для последо-

вательного алгоритма, выполняемого на цен-

тральном процессоре (Алгоритм 1). 

Ускорение параллельного алгоритма (Алго-

ритм 2), реализованного на GPU, по отношению 

к CPU, определим как s(np)CPU = tCPU/t(np)GPU, где 

tCPU – время выполнения последовательного ал-

горитма, реализованного на CPU, а t(np)GPU – 

время выполнения параллельной реализации на 

np GPU. Аналогичным образом введем ускоре-

ние s(np)GPU = t(1)GPU/t(np)GPU. В рассмотренных 

вариантах максимальное ускорение составляет 

s(8)GPU = 2.7 и достигается при числе подобла-

стей nΩ = 16, при этом в каждой подобласти на-

ходится в среднем по 11000 ячеек сетки. 

Формирование матрицы дополнения Шура 

на двух GPU приводит к ускорению     

s(2)GPU > 1.5, в зависимости от числа подобла-

стей. Использование восьми графических уско-

рителей дает наименьшее время выполнения 

для реализации на GPU, но для задач с неболь-

шим числом ячеек в каждой подобласти    

(< 2500) CPU-реализация оказывается эффек-

тивнее. В этом случае при решении большого 

числа систем уравнений малой размерности для 

каждой подобласти требуются время на копиро-

вание данных между GPU и CPU, которое ста-

новится больше, чем время решения систем. 

В рамках одного GPU (при использовании не-

скольких) затраты на решение сокращаются, но 

не покрываются затрат на инициализацию и ко-

пирование. 

3.2. Решение интерфейсной системы 

уравнений на GPU 

Матрица дополнения Шура 

 ijBB
NN

BB sSSRS   ,

имеет порядок и обусловленность меньше, чем 

у исходной матрицы и является симметричной, 

положительно определенной и разреженной. 

Решение интерфейсной системы линейных ал-

гебраических уравнений вида (3) и систем урав-

нений из предыдущего параграфа выполняются 

предобусловленным методом сопряженных гра-

диентов. 

В большинстве работ, посвященных реали-

зации итерационных методов на GPU, рассмат-

ривается предобуславливатель Якоби или его 

блочный аналог. Оптимальным выбором для 

вычислений на GPU представляются предобу-

славливатели, в которых считается, что известна 

аппроксимация обратной матрицы системы [10]. 
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Таблица 1  

Время формирования дополнения Шура, мин.:сек 

nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU 

16 26:23.6 31:52.6 19:25.5 13:09.9 10:57.6 09:49.4 

32 08:00.6 19:33.9 11:01.8 06:41.7 05:14.0 04:26.5 

64 02:25.1 11:18.8 06:18.2 03:44.8 02:54.7 02:29.0 

128 – – 03:57.2 02:25.8 01:58.5 01:42.5 

256 – – 03:14.0 02:01.0 01:37.7 01:26.0 

512 – – 02:48.3 01:45.7 01:26.0 01:15.4 

1024 00:18.7 03:53.4 02:24.0 01:32.2 01:17.5 01:08.0 

В этом случае дополнительные операции, 

вызванные переходом к предобусловленной 

системе, сводятся к матрично-векторному про-

изведению zk+1 = Mrk+1. 

Решение интерфейсной системы методом 

сопряженных градиентов распараллелено с по-

мощью технологии CUDA для вычисления на 

GPU. Все вспомогательные массивы, в частно-

сти r, p, q, z, а также матрица системы, предобу-

славливатель, вектора правых частей и вектор 

решения хранятся в памяти графического уско-

рителя (см. Алгоритм 3). После завершения ра-

боты метода сопряженных градиентов, массив 

u, в котором хранится приближение вектора 

решения, копируется в память CPU. 

Для реализации операций суммы, скалярно-

го произведения, копирования векторов и ум-

ножения вектора на скаляр использовались 

функции библиотеки CUBLAS.  

При выполнении матрично-векторного про-

изведения вектор хранится в текстурной памяти, 

которая кэшируется, что дает более быстрый 

доступ и уменьшает временные затраты. 

Алгоритм 3 (Алгоритм метода сопряжен-

ных градиентов с предобуславливателем): 

1. NNRMS ,

{M формируется на GPU, матрицы 

хранятся в CSR формате} 

2. NRzqpru ,,,,  

{вектора хранятся в памяти GPU, ко-

пии на CPU нет} 

3. r0 ← f

{копирование векторов осуществляется

с помощью cublasDcopy}

4. u0 ← 0

{инициализация выполняется на GPU}

5. z0 ← Mr0

{выполняется на GPU}

6. p0 ← z0

{копирование векторов осуществляется 

с помощью cublasDcopy} 

7. ρ0 ← (r0, z0)

{здесь и далее (∙,∙)=∑(∙,∙)
(P)

, выполняется 

с помощью функции cublasDdot} 

8. while ||ri||2/||b||2 > ε do

9. qi ← S pi

{выполняется на GPU или по формуле

(4)}

10. αi ← (ri, zi)/(qi, pi)

{вычисляется с помощью cublasDdot}

11. ui+1  ← ui + αi pi

{операция выполняется с помощью

функции cublasDasxpy}

12. ri+1  ← ri  – αi qi

{операция выполняется с помощью

функции cublasDasxpy }

13. zi+1  ← M ri+1

{выполняется на GPU}

14. ρi+1 ← (ri+1, zi+1)

{вычисляется с помощью cublasDdot }

15. βi+1  ← ρi+1/ρi

{вычисляется на CPU}

16. pi+1  ← zi+1 + βi pi

{последовательное использование функ-

ций cublasDscal и cublasDasxpy}

17. end while

В вычислениях каждой координаты вектора 

результата используется от 2 до 32 потоков в 

зависимости от разреженности матрицы. Пре-

добуславливатель вычисляется на GPU или на 

CPU в зависимости от его типа. 

3.3. Особенности решения интерфейсной 

системы на нескольких GPU 

Для решения интерфейсной системы (3) 

реализован блочный алгоритм метода сопря-

женных градиентов с распределением вычисле-

ний между np графическими ускорителями 
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средствами OpenMP. В этом случае Алгоритм 3 

выполнялся в параллельной области, созданной 

директивой parallel. Результаты скалярных про-

изведений в отдельных нитях OpenMP помеща-

ются в общие переменные и суммируются при 

помощи директивы atomic, с последующей 

барьерной синхронизацией. 

При разделении на блоки, матрица S = {sij} 

системы (3) представлялась графом GS(V, E), где 

V = {i} – множество вершин графа, образован-

ное строчными индексами; E = {(i, j)} –  множе-

ство ребер графа, образованное парами строч-

ных и столбцовых индексов ненулевых элемен-

тов матрицы S; число вершин графа равно раз-

мерности S. Граф GS разделяется на np частей 

многоуровневым алгоритмом [11]. На основе 

вычисленного разделения, каждой вершине 

графа ставится в соответствие номер графиче-

ского ускорителя k. Исходя из назначенного но-

мера GPU, вершины графа подразделяются на 

внутренние и граничные (связанные хотя бы с 

одной вершиной, которой сопоставлен другой 

номер графического ускорителя). 

На основе полученного разделения в каж-

дом блоке Sk выделялось несколько матриц: 
],[ kk ii

kS – матрица, элементы которой связывают

вершины в блоке; 
],[ kk bi

kS , 
],[ kk ib

kS – матрицы, свя-

зывающие внутренние вершины с граничными; 
],[ mk bb

kS – матрица, связывающая граничные

вершины k-го блока с граничными вершинами 

m-го блока. Здесь k ≠ m и 
],1[, pnmk 
, где np – 

число блоков. 
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где k – номер GPU. Данная реализация матрич-

но-векторного произведения позволяет умень-

шить затраты, связанные с обменом между бло-

ками на каждой итерации метода сопряженных 

градиентов, так как для выполнения последую-

щих операций с векторами требуется обмен век-

торами b
kq , размерность которых существенно 

меньше, чем у вектора q. 

Разработанное программное обеспечение 

для матрично-векторного произведения пред-

ставлено в Листингах 1–2. Этот программный 

код является частью параллельной области про-

граммы метода сопряженных градиентов и 

предназначен для вычисления i
kq  и b

kq  графиче-

ским ускорителем k. Барьерная синхронизация 

обеспечивает получение векторов к моменту 

начала вычислений на CPU (листинг 1, строка 

11) и GPU (там же, строка 25).

При выполнении матрично-векторного про-

изведения, текстурная память привязывается к 

полю V структур d_p_b и d_p_i в функции 

MatrVectVul (Листинг 2, строка 24 и 44). Собст-

венно произведения вычисляются kernel-

функцией dev_matrVectMul, в которой использу-

ется текстурная память – для координат вектора 

p и разделяемая – для доступа к элементам мат-

рицы и сбора промежуточных результатов. 

Из приведенных в табл. 2 результатов вид-

но, что решение интерфейсной СЛАУ методом 

сопряженных градиентов требует меньше вре-

менных затрат в алгоритме, использующем 

GPU. Получено ускорение s(1)CPU = 251 для nΩ = 

=64 и s(8)GPU = 3.5 для nΩ = 16. С увеличением 

числа подобластей количество ненулевых эле-

ментов в полученной матрице дополнения Шура 

уменьшается – это приводит к тому, что эффек-

тивность использования нескольких GPU для 

решения интерфейсной системы уменьшается. 

Например, при разделении на 1024 подобласти 

s(8)GPU = 1.3.  

В ходе выполнения вычислительных экспе-

риментов минимальные значения суммарного 

времени формирования и решения системы для 

дополнения Шура (3) получены при nΩ = 1024 

(см. табл. 1 и 2).  
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Листинг 1. Фрагмент параллельной области программы метода сопряженных градиентов 

Листинг 2. Функция, вычисляющая вектор 
i
kq
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Таблица 2  

Время решения интерфейсной системы, ч:мин:с 

nΩ CPU 1 GPU 2 GPU 4 GPU 6 GPU 8 GPU 

16 > 8:00:00 0:15:12 0:07:01 0:03:25 0:04:41 0:04:24 

32 > 8:00:00 0:16:23 0:10:30 0:01:10 0:05:17 0:04:34 

64 5:01:07 0:04:47 0:02:54 0:01:38 0:01:22 0:01:12 

128 – – 0:02:07 0:01:18 0:01:06 0:01:00 

256 – – 0:01:46 0:01:10 0:01:01 0:00:56 

512 – – 0:01:25 0:01:03 0:00:56 0:00:53 

1024 1:48:22 0:01:09 0:01:16 0:00:59 0:00:54 0:00:52 

При выполнении этих шагов только цен-

тральным процессором потребовался 1 ч 48 мин. 

В случае использования только одного GPU для 

формирования и решения СЛАУ затраты сокра-

тились в 22 раза. Минимальное время вычисле-

ний на графических ускорителях получено на 

восьми GPU  и составляет 2 мин. Формирование 

системы (3) на центральном процессоре и реше-

ния на одном графическом ускорителе выпол-

нено за полторы минуты. Наименьшие суммар-

ные затраты потребовались при формировании 

системы на CPU и ее решении на восьми GPU. 

Полученные результаты показывают, что 

при решении задач с помощью метода дополне-

ния Шура оптимальный выбор алгоритма зави-

сит от числа и размера подобластей, на которые 

делится расчетная сетка. Если в одной подобла-

сти находится относительно небольшое число 

ячеек сетки (< 5000) или неизвестных (< 1500 – 

для внутренних и < 2500 – для граничных), то, 

для формирования матрицы дополнения Шура 

эффективнее использовать прямые методы на-

хождения обратных матриц, и, как следствие, 

задействовать только CPU. При больших разме-

рах подобластей наиболее эффективны итера-

ционные алгоритмы, использующие для вычис-

лений несколько GPU. Решение интерфейсной 

системы уравнений эффективнее производить 

на графических ускорителях. В этом случае 

время решения сокращается в десятки и сотни 

раз. 

Следует отметить, что метод дополнения 

Шура позволяет сбалансированно распределить 

вычисления между центральным процессором и 

графическими ускорителями. 

Представленные результаты получены при 

проведении вычислительных экспериментов на 

узлах гибридного кластера «Уран» ИММ УрО 

РАН, каждый из которых содержит два процес-

сора Intel Xeon E5675, восемь графических ус-

корителей NVIDIA Tesla M2090.  
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