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Аннотация. Работа посвящена изучению распространения ультразвукового излучения в среде и реше-
нию прямой и обратной задачи ультразвуковой томографии. Взаимодействие излучения с неоднород-
ностями среды моделируется двумя методами: конечно-разностным и аналитическим. Это позволяет 
оценить границы применимости рассматриваемых моделей и оценить точность вычислений. Исполь-
зование двух независимых методов позволяет удостовериться в надежности методов решения прямой 
и обратной задачи. Методами математического моделирования исследовано влияние плотности ве-
щества на возможность реконструкции. Выбор параметров моделей ориентирован на задачу диффе-
ренциальной диагностики заболеваний молочной железы. Использованные алгоритмы базируются на 
прямом вычислении градиента функционала невязки. Проблема большого объема вычислений при 
решении обратной задачи преодолевается использованием суперкомпьютеров кластерного типа на 
основе технологии MPI. Используемые явные конечноразностные схемы идеально подходят для рас-
параллеливания. Приведены результаты модельных расчетов, демонстрирующие эффективность при-
менения предлагаемых подходов.  

Ключевые слова: коэффициентные обратные задачи; волновое уравнение; компьютерное моделиро-
вание; ультразвуковая томография; параллельные вычисления; суперкомпьютер. 

ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время в публикациях отмеча-

ется большой интерес к задачам ультразвуковой 

диагностики. Как правило, работы нацелены на 

решение двумерных задач восстановления дву-

мерных сечений трехмерных диагностируемых 

объектов. Предлагаемая работа также посвяще-

на изучению распространения ультразвукового 

излучения в двумерной среде и решению пря-

мой и обратной двумерной задачи ультразвуко-

вой томографии. Взаимодействие излучения с 

неоднородностями среды моделируется двумя 

различными подходами. Это позволяет оценить 

границы применимости рассматриваемых моде-

лей и оценить точность вычислений для различ-

ных значений параметров. Использование двух 
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независимых методов расчета распространения 

волн позволяет удостовериться в надежности 

методов решения прямой и обратной задачи. 

Одним из параметров, влияющих на распро-

странение ультразвуковых волн, является плот-

ность среды. В настоящей статье методами ма-

тематического моделирования исследовано 

влияние плотности на возможность реконструк-

ции неоднородностей для медицинских сред, 

имеющих вариацию плотности в 10–20 %. 

Отметим, что значительный интерес в на-

стоящее время представляет создание ультра-

звуковых томографов [1–3] для дифференци-

альной диагностики заболеваний молочной же-

лезы. Выбор параметров математических моде-

лей в настоящей работе ориентирован именно 

на решение этой важной практической задачи. 

Для решения прямой и обратной задачи 

ультразвуковой томографии в общем случае на-

ми использовались конечно-разностные методы. 

В случае простой неоднородности в виде беско-

нечного цилиндра, помещенного в однородную 
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среду, поле прямой задачи рассеяния можно 

найти аналитически в виде рядов по специаль-

ным функциям. Этот подход хорошо исследован 

в литературе [4–6]. Используя разработанную в 

этих публикациях технологию, можно рассчи-

тать волновое поле в любой точке пространства 

для широкого класса форм импульса через ря-

ды. Полученное аналитическое решение ис-

пользовалось для сравнения с конечно-

разностным решением, а также в качестве дан-

ных прямой задачи для реконструкции неодно-

родности. Решив обратную задачу по этим дан-

ным, становится возможным сравнить получен-

ный результат с известным точным решением. 

Решение обратных задач ультразвуковой 

томографии как коэффициентных обратных за-

дач с высокой точностью само по себе является 

сложной задачей. Использованные алгоритмы 

базируются на прямом вычислении градиента 

функционала невязки [7–10]. Естественно, что 

математическая модель должна учитывать явле-

ние дифракции, рефракции, переотражения из-

лучения от границ и т. п. 

Проблема большого объема вычислений при 

решении обратной задачи преодолевается ис-

пользованием суперкомпьютеров кластерного 

типа на основе технологии MPI. Используемые 

явные конечноразностные схемы идеально под-

ходят для распараллеливания. 

ВЫВОД СКАЛЯРНОГО УРАВНЕНИЯ 

ЛИНЕЙНОЙ АКУСТИКИ 

В НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

Уравнение распространения волны в неод-

нородной среде хорошо известно и может быть 

получено из следующих соображений [11]. Бу-

дем считать, что движение среды описывается 

адиабатическим движением идеальной жидко-

сти. При адиабатичном движении энтропия, 

приведенная к единице массы, каждого пере-

мещающегося в пространстве участка остается 

постоянной по времени, т. е.   

0
dt

dS
,  (1) 

где берется полная производная по времени от 

энтропии.  

Будем также считать, что движение среды 

описывается малыми колебаниями сжимаемой 

жидкости. Т.е. колебания плотности )(r,t , 

давления )(r,tp , вектора скорости ),(v tr  – 

малы. Представим функции плотности и 

давления в виде 

)()()( 10 r,t+pr=pr, tp , )()()( 10 r,t+r=r, t  ,  (2) 

где )(0 rp , )(0 r  – постоянные по времени 

равновесные значения, )(1 r,tp , )(1 r,t  – малые 

колебания во времени ( 10 pp  , 10  ). 1p , 

1 , v  – малые величины первого порядка. 

Равновесное значение скорости будем считать 

равным 0. Заметим что при отсутствии 

внешнего поля 00 )( prp  = const. 

Пренебрегая малыми величинами второго 

порядка, уравнение движения Эйлера запишется 

в виде 
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Колебания в среде также удовлетворяют 

уравнению непрерывности 

0)(v )div(
)(




r,tr,t+
dt

r,td
.  (4) 

Таким образом, колебания в среде под-

чиняются уравнениям (1), (3), (4). 

В силу уравнения (1) для уравнения 

состояния имеем  
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 . Тогда уравнение непрерыв-

ности приводится к виду 

0)v(v
1
2














p

t

p

c
. (5) 

Подставим выражения (2) в (5), учитывая 
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где пренебрегли величинами второго порядка 

малости 1v p  и )v(2
1  c . Далее берем 
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производную по t в (6) и подставляем уравнение 

Эйлера (3)  
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Таким образом, получили скалярное 

уравнение линейной акустики в среде с 

переменной плотностью )(0 r  и фазовой 

скоростью )(rc . В случае слабо меняющейся 

плотности )(0 r  мало и, пренебрегая 

величиной второго порядка малости ,
)(

0

10



 p

получаем стандартное  волновое уравнение, 

которое при наличии точечного источника, 

генерирующего импульс )(tf , имеет вид (8). 

ПОСТАНОВКА И МЕТОДЫ 

ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ 

И ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 

Существуют различные постановки 

коэффициентных обратных задач для волнового 

уравнения [12–16]. В настоящей работе 

обратная задача рассматривается в следующей 

постановке. Рассмотрим волновое уравнение, 

которое описывает поле ),( trp  в течение 

времени (0, T) в области NRΡ (N=2, 3), 

ограниченной поверхностью S, с точечным 

источником, располагающимся в точке 0r  

)()(),(),()( 0 tfrrtrptrprv tt  ,   (8) 

 0)0,()0,(  trptrp t ,  

 ),(| trqp STn  .   

Здесь )()(5.0 rcrv   является скоростью волны 

в среде, NRr  – положение точки в 

пространстве,   – оператор Лапласа по 

переменной r . Генерируемый источником 

импульс описывается функцией )(tf , STn p | - 

производная вдоль нормали к поверхности S в 

области  TS ,0 . ),( trq  – некоторая известная 

функция, которая может быть найдена по 

экспериментальным данным на границе S из 

решения внешней для области P задачи. Будем 

предполагать, что неоднородность среды 

вызвана только изменениями скорости, а вне 

области неоднородности const) c(r , где const  

известна. 

Обратная задача состоит в нахождении 

функции )(rc , описывающей неоднородность, 

по экспериментальным данным измерения вол-

ны ),( tsU на границе S  области P  за время 

),0( T при различных положениях 0r  источника. 

Введем функционал невязки 
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Здесь ),( tsU  – экспериментальные данные на 

границе S  области P  за время ),0( T . В рамках 

настоящей постановки выражения для 

градиента функционала невязки ))(( vp

получены в работах [7–10, 16]. Градиент 

))(( cp  имеет вид 


T

ttv dttrptrwvvp
0
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Здесь ),( trp  – решение основной задачи (8), а 

),( trw  – решение следующей «сопряженной» 

задачи (10) при заданном )(rc  

0),(),()(  trwtrwrv tt ,           (10) 

0),(),(  TtrwTtrw t , 

Upw STSTn  || . 

Таким образом, для вычисления градиента 

функционала необходимо решить основную и 

«сопряженную» задачи. Отметим еще раз, что 

методы решения прямой и обратной задачи 

линейной акустики приведены в предположе-

нии, что плотность среды, входящая в общее 

уравнение (7), слабо меняется или постоянна 

вне и внутри неоднородности. Численные мето-

ды решения прямой и обратной задачи описаны 

в работе [10].  

Для решения трехмерных обратных задач 

широко распространен послойный подход, в 

котором трехмерный объект разбивается на 

двумерные слои с некоторым шагом и в преде-

лах слоя решаются независимые двумерные за-

дачи. В дальнейшем будем рассматривать дву-

мерную прямую и обратную задачу в квадрат-

ной области Q, в центре которой располагается 

искомая неоднородность в виде круга, обозна-

ченная цифрой 1 на рис. 1. Значения скорости 

волны внутри и вне круга будем считать посто-

янными, но не равными. Неоднородность облу-
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чается с четырех сторон плоскими зондирую-

щими импульсами, обозначенными стрелками. 

По периметру квадрата располагаются прием-

ники излучения, обозначенные цифрой 2. 

Рис. 1. Схема численного эксперимента 

в двумерном случае 

Рассмотрим также задачу распространения и 

рассеяния волны в трехмерном пространстве 

для неоднородности в виде цилиндра и плоско-

го падающего перпендикулярно оси цилиндра 

зондирующего импульса (рис. 2). Если ось ци-

линдра направлена вдоль оси Y, то уравнения 

задачи не зависят от переменной y, и поэтому 

задача эквивалентна прямой двумерной задаче 

распространения волны в рассмотренном выше 

случае на рис. 1. В трехмерном случае для ци-

линдра известны аналитические методы реше-

ния прямой задачи. Поэтому открывается воз-

можность решения прямой задачи как численно, 

например, методом конечных разностей, так и 

независимо аналитически. Это позволяет срав-

нить результаты решения прямой задачи, а так-

же проверить возможность решения обратной 

задачи на основе независимых данных, полу-

ченных аналитически. 

ПОСТАНОВКА И АНАЛИТИЧЕСКИЕ 

РЕШЕНИЯ ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ 

РАССЕЯНИЯ 

ДЛЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 

НЕОДНОРОДНОСТИ 

Рассмотрим поставленную выше прямую 

задачу в случае неоднородности в виде беско-

нечного цилиндра. Выпишем аналитическое 

решение задачи в виде рядов по специальным 

функциям для этого случая. Для волн, гармони-

ческих по времени вида 

 tierutrp  )(Re),( , 

где   – частота колебаний, волновое уравнение 

сводится к уравнению Гельмгольца относитель-

но комплекснозначной функции )(ru  
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u 2 , только 1u

удовлетворяет условию излучения. Этому 

решению уравнения Гельмгольца соответствует 

 
r

rkttierutrp
)cos(

11 )(Re),(



 , имеющий вид 

расходящейся волны. 

Рассмотрим простейшую задачу рассеяния 

на теле 3R падающей звуковой волны. 

Предположим, что внутри тела 3R , имею-

щего границу S, скорость распространения зву-

ка равна const)(  crc  и плотность 

const)(  r . Вне тела   скорость звука 

равна const)( 0  crc  и плотность равна 

const)( 0  r . Предположим, что падающее 

поле )(ru i (
3Ω Rr  ) представляет собой пло-

скую волну, распространяющуюся вдоль оси 

OZ: 
 

cos
)(

rikikzi eeru . Полное поле вне об-

ласти  (
3Ω Rr  ) обозначим через )(ru . 

Оно представляет собой сумму падающей вол-

ны и неизвестного рассеянного поля )(ru s , т. е. 

)()()( rururu si  , где 
3Ω Rr  . Эти функ-

ции вне области   удовлетворяют уравнению 

Гельмгольца с волновым числом 
0c

k


 . Внут-

ри области   ( 3Ω Rr  ) полное поле обозна-

чим через )(ru . Оно удовлетворяют уравне-

нию Гельмгольца внутри области   с волно-

вым числом 







c
k . На границе S области   

поле )(ru  и поле )(ru  удовлетворяют услови-

ям сопряжения 

2 

1 
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 uu  и 



















uu 11

0

, (12) 

где 



– производная по внешней нормали на

границе S. 

Задача рассеяния на теле 3R , состоит в 

нахождении рассеянного поля )(ru s  вне тела 

3R , удовлетворяющего условиям излуче-

ния Зоммерфельда (11) на бесконечности. 

Для областей  , имеющих простую форму, 

решение поставленной задачи может быть вы-

писано в аналитическом виде [4] . Рассмотрим 

  в виде бесконечного цилиндра радиуса R, см. 

рис. 2. Введем цилиндрические координаты, 

т. ч. точка с координатами (x, y, z) будет иметь 

координаты )y,,( r . 

Рис. 2. Схема численного эксперимента 

в трехмерном случае 

В нашем случае падающая плоская волна не 

зависит от координаты y и может быть пред-

ставлена в виде ряда 







0

cos
)()(),(

m

mm
m

m

riki rkJTieru , 

где )cos(  mTm , 









0,2

0,1

m

m
m , Jm(x) – функция 

Бесселя первого рода. 

Внутри области   решение уравнения 

Гельмгольца, удовлетворяющее условию со-

пряжения (12), имеет вид 




 
0

)()(),(
m

mm
m

mm rkJTiFru , 

где 

)()()()(

)()()()(
''

''

kRHRkJCkRHRkJ

kRHkRJkRHkRJ
F

mmmm

mmmm
m








. 

Решение поставленной задачи рассеяния 

волна )(ru s  (которая является решением урав-

нения Гельмгольца вне области  , удовлетво-

ряющая условию излучения (11) и такая, что 

)()( ruru si  удовлетворяет условию сопряже-

ния (12)) будет иметь вид 





0

)()(),(
m

mm
m

mm
s rkHTiDru ,    (13) 

где 

)()()()(

)()()()(
''

''

kRHRkJCkRHRkJ

RkJkRJRkJkRJC
D

mmmm

mmmm
m








 , 

где 















c

c

k

k
C 000 , 

)(xHm  – функция Ханкеля второго рода.

Коэффициент С равняется отношению аку-

стических сопротивлений внутри неоднородно-

сти и вне ее. Он определяет величину и фазу 

отраженной волны. 

Предположим теперь, что падающее поле 

представляет собой плоскую волну в виде ко-

роткого импульса, распространяющегося вдоль 

оси OZ: 

)(),(
0c

z
tftrpi  , 

где функция )(tf отлична от нуля на интервале 

 **,tt , где   – длительность импульса. 

Будем рассматривать функцию )(tf  в виде 

конечного ряда Фурье на отрезке (–T, T), где Т 

выбирается из условия полного прохождения 

импульса интересующей нас области, t = 0 

соответствует началу прохождения импульса 

через точку x = y = z = 0, 

T

n
tiftf n

N

Nn

nn


 



   ,)exp()( .       (14) 

Пользуясь линейностью уравнения Гельм-

гольца и условий сопряжения, можно решать 

задачу рассеяния по формулам (13) (
0c

k n
n


 ) 

отдельно для каждой гармоники n  соотноше-

ния (14) и получать решения ),( n
s ru  . Общим 
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решением поставленной задачи на интервале 

(–T, T), будет сумма решений, полученных для 

рассматриваемых гармоник. Заметим, что, 

так как )(tf  действительная функция, прово-

дить расчеты можно только для половины сла-

гаемых. Полученное решение является перио-

дической функцией по времени с периодом 2T. 

На интервале (–T, T) ),( trp  будет совпадать с 

искомым решением. Сходимость рядов, пред-

ставляющих решение задачи рассеяния, иссле-

дована, например, в [5]. 

ЧИСЛЕННЫЕ РАСЧЕТЫ 

НА СУПЕРКОМПЬЮТЕРЕ 

Расчеты прямой задачи на основе аналити-

ческих формул (13) проводились в однопроцес-

сорном варианте, поскольку требуется найти 

волновое поле только в точках границы квадра-

та и в вычислительном плане эта задача не явля-

ется объемной. Решение обратных задач прово-

дилось на основе формул (8)–(10) с использова-

нием экспериментальных данных (результатов 

решения прямой задачи), полученных как ко-

нечноразностным методом на основе формул 

(8), так и независимым методом расчетов на ос-

нове аналитических формул (13). Расчеты об-

ратных задач с помощью разработанных ранее 

алгоритмов и программ [17–19] были проведены 

на суперкомпьютерах СКЦ МГУ «Чебышёв» и 

«Ломоносов» с помощью технологии MPI. 

Волновое уравнение (8) аппроксимирова-

лось явной трехслойной по времени разностной 

схемой со вторым порядком точности. Явная 

схема сравнительно легко распараллеливается 

на многопроцессорной системе, например, с 

помощью метода распараллеливания по про-

странству, поскольку вычисление значения в 

точке на новом слое по времени зависит только 

от ближайших соседних точек на текущем и 

предыдущем слоях. Предлагаемый способ рас-

параллеливания по пространству состоит в том, 

что общее квадратное поле вычислений разби-

вается на одинаковые квадратные подобласти, 

вычисления в которых производятся различны-

ми вычислительными ядрами. Было выделено 

9 = 3 х 3 подобластей, по границам которых на 

каждом шаге по времени выполнялся обмен 

данными.  

Следующий уровень распараллеливания 

связан с тем, что расчеты надо проводить для 

четырех источников, вычисления для каждого 

из которых в значительной степени независимы. 

Таким образом, обратная задача решалась на 36 

узлах = 4 источника х 3 х 3 подобластей. Уско-

рение по сравнению с однопоточным вариантом 

составило около 25 раз. Время расчета одной 

обратной задачи – около 20 ч. 

Использование численных методов для рас-

чета распространения волн по необходимости 

предполагает использование ограниченных по 

пространству областей расчетов, что противо-

речит реальной постановке задачи. Поэтому 

приходится ставить искусственные граничные 

условия по периметру области расчетов. Ранее 

авторы ставили условия «неотражения» на гра-

нице, что выполняется лишь приближенно с не-

которой погрешностью. Существуют и другие 

методы устранения эффектов, связанных с ог-

раничением области расчетов, например, метод 

PML или его модификация CFS-PML. В на-

стоящей работе ставилась задача выявления 

возможных погрешностей, вносимых в расчеты 

только разностными методами, поэтому эффек-

ты, связанные с границей, были полностью ис-

ключены простым способом — к исходной об-

ласти расчетов были добавлены дополнитель-

ные буферные полосы с каждой стороны, т. е. 

границы были отодвинуты. Ширина буферных 

полос составила 500 точек и выбиралась из ус-

ловия, чтобы волна, пересекшая наружу грани-

цу области, не успела за время T из формулы 

(10) решения прямой задачи пересечь границу 

обратно.  Это позволило полностью исключить 

влияние граничных эффектов на внутренних 

границах, представляющих интерес. Проблема 

увеличения общего объема расчетов (размер 

области расчетов составил 2000 х 2000 точек) 

преодолевалась увеличением числа вычисли-

тельных ядер. Такой подход заметно увеличива-

ет объем вычислений и представляется оправ-

данным только в данном случае проведения не-

большого числа модельных расчетов. 

Одна из проблем, возникших при расче-

тах — это нехватка памяти для хранения дан-

ных, поскольку расчеты одним ядром проводят-

ся на области 667 х 667 точек, а эксперимен-

тальные данные требуют хранить 6000 шагов по 

времени. Для уменьшения объема данных экс-

периментальные данные были переведены в 

формат float. Тестовые расчеты не показали за-

метного ухудшения точности расчетов.  

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 

Рассмотрим неоднородность, имеющую вид 

бесконечного цилиндра, с осью вдоль OY и диа-

метром 12 см. Скорость и плотность внутри ци-
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линдра постоянны, c  = 1600 м/с. В качестве 

источника излучения использовалась плоская 

волна, падающая на неоднородность перпенди-

кулярно оси цилиндра (рис. 2). Выделив прием-

ники, расположенные на сторонах квадрата 

20 х 20 см вокруг неоднородности в плоскости, 

перпендикулярной оси цилиндра, в них были 

проведены расчеты волнового поля (прямой за-

дачи) по формуле (13). Скорость распростране-

ния звука вне неоднородности равнялась 

1500 м/с. Размер шага сетки выбирался доста-

точным для хорошей аппроксимации распро-

странения импульса с длиной волны 7 мм явной 

разностной схемой, что привело к размеру сетки 

расчетов 1000 х 1000 точек для рассматриваемо-

го квадрата. 

Обратная задача решалась по данным зон-

дирования неоднородности с четырех перпен-

дикулярных направлений плоской волной (че-

тыре источника). Фронт падающей волны па-

раллелен сторонам квадрата. На рис. 3 изобра-

жен график короткого импульса в зависимости 

от времени, который рассматривался в качестве 

зондирующего. 
 

 

Рис. 3. Форма короткого зондирующего 

импульса 

Одна из задач, стоявшая в работе, – оценить 

точность вычислений на основе конечноразно-

стных схем. Для этого решалась прямая задача 

конечноразностным методом в двумерном слу-

чае и независимым методом по аналитическим 

формулам (13) эквивалентная трехмерная задача 

для цилиндра. На рис. 4, а приведены графики 

поля на дальней по направлению падающей 

волны границе, полученные численными и ана-

литическими методами для случая одинаковой 

плотности внутри и вне цилиндра. Видно очень 

хорошее согласие в расчетах.  

Другая задача, которая ставилась в работе, 

проверить надежность методов решения обрат-

ной задачи. Для этого обратная задача решалась 

на основе модельных экспериментальных дан-

ных, полученных независимым методом по ана-

литическим формулам. На рис. 4, б приведены 

для сравнения результаты реконструкции по 

данным численного решения прямой задачи, а 

на рис. 4, в – по данным аналитического реше-

ния прямой задачи. Не удивительно, что резуль-

таты хорошо согласуются, так как результаты 

решения прямой задачи практически совпали. 

Как следует из формулы (7), одним из пара-

метров, влияющих на распространение ультра-

звуковых волн, является плотность среды. Ме-

тодами математического моделирования иссле-

довано влияние плотности на возможность ре-

конструкции неоднородностей для медицинских 

сред, имеющих вариацию плотности в 10–20 %. 

На рис. 5, а приведены графики поля на боковой 

по направлению падающей волны границе, по-

лученные аналитическими методами для случа-

ев: 1) плотности внутри и вне цилиндра равны, 

акустическое сопротивление внутри больше 

00 cc (зеленый пунктир); 2) плотность 

внутри меньше, чем вне цилиндра, акустические 

сопротивления равны 00 cc (синие точки); 

3) плотность и акустическое сопротивление 

внутри меньше, чем вне цилиндра 00 cc  

(красная сплошная). Видно, что отраженная 

волна имеет разную фазу, а при равных акусти-

ческих сопротивлениях отражение исчезает при 

приближении к нормальному углу падения к 

поверхности цилиндра. Однако преломленные 

волны (крайние справа на графике) имеют ам-

плитуду в 10–20 раз большую и практически 

совпадают. На рис. 5, б и в приведены результа-

ты реконструкции методами (8)–(10) по экспе-

риментальным данным, полученным из анали-

тических формул для разных плотностей внутри 

и снаружи цилиндра. На рис. 5, б приведены 

результаты при равных акустических сопротив-

лениях, на рис. 5, в — когда акустическое со-

противление внутри меньше, чем вне цилиндра, 

на рис. 4, в — когда плотности внутри и вне ци-

линдра равны, акустическое сопротивление 

внутри больше. Видно, что во всех трех случаях 

получаются похожие результаты, что связано с 

тем, что преломленные волны, в которых со-

держится основная часть энергии, практически 

совпадают. На рис. 5, в появилась дополнитель-

ная граница круга, так как отражение в проти-

вофазе, а на рис. 5, б — граница размыта, 

так как отражение слабое. 
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а б в 

Рис. 4. Решение задачи в предположении, что плотность среды одинакова во всем пространстве: 

а – графики волны, полученные численным и аналитическим решением прямой задачи;     

б – поле скоростей, восстановленное по данным численного решения прямой задачи;  

в – поле скоростей, восстановленное по данным аналитического решения прямой задачи 

а б в 

Рис. 5. Решение задачи в предположении, что плотности внутри и вне цилиндра различны: 

а – вид отраженной и преломленной волн для  = 1 г/см
3
 (зеленый пунктир),

 = 0.9375 г/см3 (синие точки),  = 0.8 г/см3 (красная сплошная); 

б – восстановленное поле скоростей для  = 0.9375 г/см
3
;

в – восстановленное поле скоростей для  = 0.8 г/см
3 

ВЫВОДЫ 

Решение прямой задачи в двумерном случае 

в аналитической и в конечно-разностной поста-

новках показали хорошее согласие в расчетах 

волнового поля в неоднородной среде. 

В предположении, что плотность среды 

одинакова для неоднородности и окружающего 

пространства, решения задачи восстановления 

поля скоростей для входных данных, получен-

ных аналитически и численно, практически не 

отличаются. Полученные результаты являются 

независимым тестом программного обеспечения 

для решения обратных задач УЗ томографии. 

Проведенные модельные расчеты в области 

параметров, близких к ультразвуковой диагно-

стике заболеваний молочной железы, показали, 

что восстановление поля скоростей на основе 

волновой модели (не учитывающей плотность) 

не сильно чувствительно к наличию разницы 

в 10–20 % в плотности вещества. Удается с не-

большими артефактами восстанавливать как 

форму неоднородного объекта, так и абсолют-

ные значения скорости распространения волны. 

Это оправдывает применение волновой модели 

в задаче ультразвуковой томографии. 
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