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Аннотация. Рассматривается математическая модель двухфазной неизотермической фильтрации. 
Приведены результаты моделирования некоторых задач двухфазной фильтрации методом конечных 
элементов. Проведена проверка адекватности численной реализации одномерных задач неизотерми-
ческой фильтрации их аналитическим решениям. Также приведены примеры расчетов некоторых за-
дач двумерной двухфазной неизотермической фильтрации. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Движение природных жидкостей (нефти, га-

за и подземных вод) через поры и трещины гор-

ных пород называется фильтрацией. Это движе-

ние может быть следствием как естественных 

процессов, так и вмешательства человека, свя-

занного с процессом нефтегазодобычи [1]. 

По прогнозам аналитиков, в связи с истоще-

нием запасов традиционной нефти, преобла-

дающий объем добычи в будущем будет прихо-

диться на трудноизвлекаемые запасы (высоко-

вязкие нефти, природные битумы). Одной из 

альтернатив стандартным методам добычи при 

разработке месторождений высоковязких неф-

тей является метод теплового воздействия на 

пласт [2]. Поэтому растет потребность в изуче-

нии неизотермических процессов фильтрации 

пластовых флюидов, сопровождающих тепло-

вые способы добычи. В связи с этим актуаль-

ным направлением исследования является мо-

делирование задач неизотермической фильтра-

ции жидкостей. 

В работах [1–5] авторами рассматривались 

вопросы многофазной фильтрации флюидов, 

среди которых работы [2, 5] посвящены неизо-

термической фильтрации. 

В рамках данной статьи приведены результа-

ты работы программного модуля двухфазной не-

изотермической фильтрации, разработанного на 

базе пакета конечных элементов FreeFEM++ [6]. 

ДВУХФАЗНАЯ 

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 

НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ ЖИДКОСТЕЙ 

Рассмотрим модель двухфазной неизотер-

мической фильтрации пластовых флюидов. 

Введем следующие предположения: 

 существуют две отдельные фазы: вода и 

нефть, которые не смешиваются, не обменива-

ются массами и не меняют фазы; 

 жидкости и породы несжимаемы; 

 гравитационные эффекты и источниковые 

члены отсутствуют; 

 температура пласта постоянно меняется. 

Перенос тепла в пластовых условиях происхо-

дит в результате движения жидких фаз и тепло-

проводности; 

 вязкость нефти зависит от температуры. 

Система уравнений неизотермической 

фильтрации имеет вид [1–3]:  
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Здесь    – водонасыщенность;       –
нефтенасыщеность;       – суммарная скорость 

фильтрации флюидов;   – температура;   –
пористость;    – давление воды;           –

капиллярное давление;     – давление 

ти;        
       

  
 – подвижность 

ды;         
        

     
 – подвижность нефти;   – 

абсолютная проницаемость породы;          – 

относительные фазовые проницаемости породы; 

    – вязкость воды;      – вязкость 

ти;        
     

             
 – функция Баклея–

Леверетта;                  – объемная 

удельная теплоемкость пластовой 

сти;                – средняя объемная 

удельная теплоемкость пласта;          – объ-

емные удельные теплоемкости нефти, воды и 

породы;   – коэффициент теплопроводности 

пластового флюида. 

Данная модель рассматривается приуслови-

ях, что               и        . 

Уравнение на насыщенность из системы (1) 

при отсутствии гравитационных эффектов из-

вестно в литературе как уравнение Рапопорта–

Лиса [1]. 

АППРОКСИМАЦИЯ УРАВНЕНИЙ 

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

Пусть область, в которой ищется решение, 

разбита на конечное число треугольников   . 

С каждой вершиной треугольников    свяжем-

некоторую функцию   , которая линейна (или 

квадратична) во всех элементах, и           . 
Эта функция отлична от нуля только в тех тре-

угольниках, одной из вершин которых является 

точка   . 

Будем искать решениедля некоторой вели-

чины  в виде  

            

 

   

  
 

где   – число вершин. 

Интегральное уравнение, соответствующее 

уравнению Лапласа, имеет вид 

                    
 

    
 

При помощи формулы Грина–Гаусса полу-

чим 

                 
 

    
  

   

       
 

Функции   и  имеют вид:         
 
   

      Используя данное представление, полу-

чим аппроксимацию уравнения Лапласа 

      
   

  

   

  
 
   

  

   

  
   

 

 

 

   

 

    
  

   

                     

 

Аппроксимация уравнения переноса 

  

  
                

 

имеет вид 
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Аппроксимация уравнения адвекции-

диффузии 

  

  
                             

 

имеет вид 
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ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА 

ИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ВЫТЕСНЕНИЯ 

Для задачи изотермического вытеснения 

система (1) переходит к виду: 
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Рис. 1. Распределение водонасыщеннности 

в одномерном пласте при изотермическом 

вытеснении 

Классические относительные фазовые про-

ницаемости и функция Баклея–Леверетта имеют 

вид:  

                                
 

     
  

   
  

  
      

  

 

(3) 

Рассмотрим частный случай модели капил-

лярного давления ванн Генухтена: 

      
 

 
        

 

(4) 

Система уравнений (2) рассматривается с 

начальными и граничными условиями 

        
                         
                   

  

 
                         

                         
  

        
                         
                   

  

 
                         

                         
  

 

(5) 

При малом значении капиллярного давления 

численное решение уравнения Рапопорта–Лиса 

можно сравнить с аналитическим решением за-

дачи Баклея–Леверетта [1]: 

       

 
 

 
 

 
                

 

 
                 

  

    
  

     
  

 

 

где   – суммарная скорость фильтрации,   – 

фронтальная водонасыщенность.  

Численные расчеты проводились для линей-

ных и квадратичных конечных элементов. При 

использовании линейных конечных элементов 

возникали осцилляции, поэтому для дальней-

ших расчетов были выбраны квадратичные ко-

нечные элементы. 

На рис. 1 приведены результаты численного 

расчета при трех различных коэффициентах для 

капиллярного   давления                       

     . Необходимо отметить, что при умень-

шении параметра   (т. е. при уменьшении влия-

ния капиллярных сил) численное решение урав-

нения Рапопорта–Лиса стремится к аналитиче-

скому решению уравнения Баклея–Леверетта. 

ОДНОМЕРНАЯ ЗАДАЧА 

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО 

ВЫТЕСНЕНИЯ 

Рассмотрим одномерную задачу (1) неизо-

термического вытеснения в однородном линей-

ном теплоизолированном пласте. К условиям (5) 

на водонасыщенность и давление добавляются 

условия на температуру:  

 

        
                         
                   

  

 
                         

                         
  

 

(6) 

 

 

При малых значениях капиллярного давле-

ния численное решение одномерной задачи не-

изотермического вытеснения можно сравнить с 

аналитическим решением данной задачи в от-

сутствие капиллярного давления, построение 

которого описано в работе [2]. 
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Рис. 2. Аналитическое решение задачи горячего (слева) и холодного( справа) заводения пласта 

 

 

Рис. 3. Распределение водонасыщеннности 

в одномерном пласте при горячем 

заводнении 

На рис. 2 представлено аналитическое ре-

шение неизотермической задачи в отсутствие 

капиллярного давления. Стоит отметить, что 

при закачке горячей или холодной воды помимо 

скачка насыщенности    возникает второй раз-

рыв насыщенности в точке расположения тем-

пературного фронта   . 

В описанных далее численных эксперимен-

тах будет проводиться сравнение численного и  

аналитического решения для области в зоне 

температурного фронта. Будем полагать, что 

скачок фронтальной насыщенности располага-

ется вне области расчета, т. е.     .  

На рис. 3 приведены результаты численного 

расчета задачи о закачке горячей воды в нефтя-

ной пласт при коэффициентах для капиллярного 

давления          . Можно отметить, что 

как и в изотермическом случае, с увеличением 

действия сил капиллярного давления мы полу-

чаем более размытое решение. 

Аналогичные расчеты были проведены и 

для задачи о закачке холодной воды при коэф-

фициентах для капиллярного давления    
        . Результаты данных расчетов приве-

дены на рис. 4.  

 

 

Рис. 4. Распределение водонасыщеннности 

в одномерном пласте при холодном 

заводнении 

Можно увидеть, что в середине расчетной 

области есть небольшой скачок насыщенности, 

который, по всей видимости, является особенно-

стью численной схемы. При увеличении времени 

расчета данный скачок становится меньше. 

ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА 

НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОГО ВЫТЕСНЕНИЯ 

Пусть дана прямоугольная область длины 

 и ширины  . Пусть в начальный момент вре-

мени на контуре питания пласта расположена 

полукруглая зона, полностью заполненная во-

дой, давление равно некоторому пластовому   , 

а температура равна   . На контуре питания все-

гда поддерживается водонасыщенность    , 

температура равна   , давление равно некото-

рой величине   .  

Тогда начальные и граничные условия для 

задачи (1) имеют вид: 
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Рис. 5. Поле водонасыщенности (слева) и ее распределение в центральном сечении (справа) 

 

         

 
 
 

 
 
          

  

  
    

 

 
 
 

 

         
  

  
    

 

 
 
 

 

  

 

 
            

 

 
     

  

 
   

                                   

                             

  

 
            

 

 
     

  

 
   

                                   

                             

  

 
            

 

 
     

  

 
   

                                   

                             

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

Здесь    – значение решения в точках       

Расчеты данной задачи проводились на 

адаптивной сетке. Данный прием был использо-

ван для устранения осцилляций, возникающих в 

связи с особенностями разбиения двумерной 

области на конечные элементы. Механизм адап-

тации, реализованный в пакете FreeFEM++, ос-

нован на измельчении сетки в участках с высо-

ким градиентом величины, по которой прово-

дится адаптация [7]. 

На рис. 5 представлено распределение водо-

насыщенности по прямоугольному пласту и ее 

зависимость от координаты xв центральном се-

чении при различных параметрах капиллярного 

давления. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье представлены результаты 

разработки программного модуля двухфазной 

неизотермической фильтрации. Численные ре-

шения некоторых фильтрационных задач, полу-

ченные с помощью данного модуля, совпадают 

с аналитическими решениями и качественно 

соответствуют моделируемому процессу. 

В результате исследования работы модуля 

можно сделать вывод, что повышение порядка 

конечных элементов и использование адаптив-

ных сеток в двумерных задачах позволяет 

улучшить точность расчета и сократить время 

работы программы. 

Таким образом, можно сделать заключение, 

что данный модуль применим для моделирова-

ния процесса двухфазной неизотермической 

фильтрации, и может стать основой для моде-

лирования более сложных фильтрационных 

процессов. 
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