
 

 2014. Т. 18, № 1 (62). С. 186–197 
 

 

http://journal.ugatu.ac.ru 

ISSN 2225-2789 (Online) ISSN 1992-6502 (Print) 

 

УДК 621.35, 004.02 

ТЕОРИЯ ОПТИМАЛЬНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ РЕСУРСОВ Л. В. КАНТОРОВИЧА  
В ЗАДАЧАХ РАСКРОЯ-УПАКОВКИ: ОБЗОР И ИСТОРИЯ РАЗВИТИЯ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ 

Ю.  И.  ВА ЛИ А Х М Е ТО ВА
1 ,  А .  С.  Ф И ЛИ ППО В А

2  

1 
julikas@inbox.ru, 

2 
annamuh@mail.ru 

1 
ФГБОУ ВПО «Башкирский государственный аграрный университет» (БГАУ) 

2 
ФГБОУ ВПО «Башкирский государственный педагогический университет им. М. Акмуллы» (БГПУ) 

Поступила в редакцию 04.02.2014 

Аннотация. Приводятся примеры постановок задач раскроя–упаковки, актуальность которых подтвер-
ждается их разнообразием и многогранностью прикладного значения. Основополагающими для раз-
вития методов решения подобных задач явились работы Л. В. Канторовича. Приведен обзор методов 
решения классических задач раскроя-упаковки, разработанных советскими и российскими учеными за 
последние 80 лет, в том числе и научными школами СССР  и России. Даны краткие описания методов и 
история их развития.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Вклад, сделанный замечательным и талант-

ливым ученым Леонидом Витальевичем Канто-

ровичем в различные области математики и 

экономики, имел огромное значение в развитии 

решения прикладных производственных задач. 

Кроме того, его концепция оптимальной эконо-

мической модели на макроэкономическом 

уровне и сегодня обладает огромным потенциа-

лом. И в речи шведского профессора Рагнара 

Бентзеля, которую в 1975 г. он произнес, пред-

ставляя лауреатов Нобелевской премии по эко-

номике Л. В. Канторовича и Т. Купманса, отме-

чено всеобщее значение концепции для любой 

экономики, независимо от ее социально-

политической формы: «Поскольку запас произ-

водственных ресурсов всюду ограничен, каждое 

общество сталкивается с кругом вопросов, ка-

сающихся оптимального использования имею-

щихся ресурсов и справедливого распределения 

доходов между гражданами. Точка зрения, с 

которой могут рассматриваться подобные нор-

мативные вопросы, не зависит от политической 

организации рассматриваемого общества» [1]. 

Поэтому исследование и разработка методов 

                                                 

 Работа поддержана грантом РФФИ 12-07-00631-а. 

решения задач рационального использования 

ресурсов актуальны и по сей день. 

1. БАЗОВЫЕ МЕТОДЫ 

ОПТИМАЛЬНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

РЕСУРСОВ 

Основополагающую роль в становлении и 

развитии теории оптимального использования 

ресурсов и линейного программирования сыг-

рала опубликованная профессором Л. В. Канто-

ровичем в 1939 г. брошюра [2], где рассматри-

вались различные практические задачи органи-

зации производства, в которых требовалось 

найти наилучший вариант решения. Книга была 

написана после консультации сотрудников Фа-

нерного треста по вопросам решения задач, ко-

торые не удавалось решить традиционными в то 

время методами. Л. В. Канторович предложил 

метод разрешающих множителей (индексов), 

который устанавливает принципиальную воз-

можность нахождения наилучшего решения для 

многих задач народного хозяйства, в том числе 

и для задачи массового раскроя. Несмотря на 

огромный круг научных интересов, в после-

дующие годы Л. В. Канторович неоднократно 

возвращался к проблеме рационального рас-

кроя, например [3]. 

В 30-х гг. прошлого века были заложены 

основы теории раскроя пиловочного сырья, ос-

новоположником которой стал Х. Л. Фельдман 

[4]. Он предложил математический подход для 
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решения задачи о максимальных поставах при 

распиловке бревен. Вместе со своими последо-

вателями он создал систему, ориентированную 

на максимизацию объемного и качественного 

выхода обрезных пиломатериалов. Точная ма-

тематическая схема решения не в полной мере 

учитывала реальные условия, такие как качест-

венные характеристики сырья и пилопродукции, 

поэтому результаты на практике могли быть и 

неверными. Позднее В.  А. Залгаллером разра-

ботан графический метод составления макси-

мальных поставов, основанный на геометриче-

ском признаке экстремума. Предложенный 

В. А. Залгаллером метод позволил приблизить 

теорию максимальных поставов к условиям 

производства [5]. 

Разработанная и усовершенствованная тео-

рия, однако, и в настоящее время не может дать 

ответа на многие проблемы технологии лесопи-

ления, в связи с чем актуально ее дальнейшее 

совершенствование. Среди основных причин 

этого явления: технический прогресс, измене-

ния размерно-качественной характеристики по-

ступающего в раскрой пиловочного сырья и его 

породного состава, ужесточение требований 

экологов, изменение действующих стандартов 

на сырье и пиленую продукцию. 

2. МНОГООБРАЗИЕ ЗАДАЧ РАСКРОЯ 

И УПАКОВКИ 

Задачи раскроя представляют собой важную 

технологическую проблему, оптимальное реше-

ние которых позволяет минимизировать расход 

имеющихся ресурсов. Это такие задачи, как: 

 раскрой линейного материала; 

 продольная резка лент и рулонов; 

 раскрой листов на прямоугольные заго-

товки; 

 использование материалов смешанной 

длины; 

 раскрой для серийных и несерийных из-

делий; 

 упаковка трехмерных контейнеров; 

 раскрой фигурных заготовок; 

 размещение кругов; 

 геометрическое покрытие областей с 

препятствиями элементами различной формы; 

 задача о выборе наилучших размеров 

материала для последующего раскроя; 

 упаковка/покрытие элементами случай-

ных размеров, 

и многие другие. 

Подобные задачи встречаются на практике в 

машиностроении, металлургии, деревообраба-

тывающей и швейной промышленности, целлю-

лозно-бумажной индустрии и др. 

Многие задачи, на первый взгляд не отно-

сящиеся к классу задач раскроя и упаковки, в 

конечном итоге сводятся к ним. Например, за-

дачи о составлении расписания, задачи маршру-

тизации, задачи декомпозиции многосвязных 

ортогональных полигонов, а также многие дру-

гие прикладные задачи. 

Если ценность раскраиваемого ресурса вы-

сока, на практике рассматривают также и оста-

точные задачи: производится попытка исполь-

зовать отходы материала, получившиеся при 

решении предыдущих задач раскроя, упаковки 

или геометрического покрытия. 

Задачи раскроя, упаковки или покрытия мо-

гут возникать как промежуточное звено в дру-

гих задачах или же чередоваться в рамках одной 

задачи. Например, можно рассмотреть логисти-

ческую задачу, где каждому транспортному 

средству сопоставляется маршрут следования 

по потребителям и набор соответствующих 

этим потребителям грузов. Тогда поиск мар-

шрута следования каждого транспортного сред-

ства, а также нахождение плана размещения 

грузов в грузовом отсеке являются задачами 

класса раскроя-упаковки. Дополнительно при 

размещении грузов можно учесть порядок сле-

дования транспортного средства – так, чтобы 

грузы, предназначенные последнему клиенту, 

загружались первыми [6]. 

Каждая из предметных областей вносит 

свои дополнительные требования в способ ре-

шения задач, и, следовательно, в способ адапта-

ции известных алгоритмов. 

В данной статье приведен краткий обзор ме-

тодов решения классических задач раскроя-

упаковки, разработанных советскими и россий-

скими учеными за последние 80 лет. Под зада-

чами раскроя-упаковки (Cutting and Packing, 

C&P) понимается широкий класс проблем, до-

пускающих различное прикладное толкование. 

К ним можно отнести следующие задачи: 

 раскрой запаса материала (при раскрое 

на определенные заготовки минимизация ис-

ходного материала); 

 плотное размещение геометрических 

объектов в заданной области (размещение гру-

зов, товаров на складе и т.п.); 

 загрузка рюкзака (выбор множества 

элементов с максимальной суммарной ценно-

стью, объем которых не превосходит объема 

рюкзака); 

 упаковка контейнеров (размещение 

предметов в ограниченную область); 
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 загрузка транспорта (размещение това-

ров в транспортном средстве с учетом техноло-

гичности); 

 выбор ассортимента (выбор при заказе 

одного размера из стандартных); 

 планировка помещений (максимизация 

полезных областей при планировании с учетом 

технологичных требований); 

 обеспечение ритмичности производст-

венного процесса (задачи о составлении распи-

сания, составление расписания многопроцес-

сорных систем); 

 распределение производственных мощ-

ностей (распределение памяти вычислительной 

машины); 

 задача о поставе в лесопилении (распо-

ложение пил при пилении бревна на доски раз-

ной толщины, выбор числа пил для максимиза-

ции выхода); 

 раскрой древесного ствола по длине 

(максимизация продукции при раскрое ствола 

на круглые сортименты); 

 раскрой досок (раскрой на заготовки, 

более близкие к окончательной продукции; 

обойти пороки и максимизировать суммарную 

кубатуру или суммарную коммерческую цену); 

 раскрой листового материала на случай-

ные заготовки (раскрой материала с учетом 

опережения–запаздывания производства загото-

вок); 

 максимальное (минимальное) геометри-

ческое покрытие (расстановка минимального 

количества единиц оборудования на заданной 

области) и др.  

В свою очередь каждая из них может быть 

различным образом конкретизирована. 

Общим для задач этого класса является на-

личие двух групп объектов. Между элементами 

этих групп устанавливается и оценивается соот-

ветствие. Различаются задачи линейного (одно-

мерного), прямоугольного (двухмерного) и па-

раллелепипедного (трехмерного) раскроя-упа-

ковки. Среди этих задач выделяются гильотин-

ный раскрой и упаковка. Особо выделены 

проблемы нестинга – размещения деталей 

сложной геометрической формы в заданных об-

ластях. Для них на первый план выступают ин-

формационные проблемы задания фигур, учета 

и обеспечения их непересечения, кодировки и 

др. Перечень геометрических свойств заготовок 

и материала может дополняться и учитываться в 

математической модели некоторыми физиче-

скими и/или экономическими показателями. 

Подробная классификация основных моделей 

задач C&P в России приведена в [7]. 

В 40-х гг. методы для решения задач рас-

кроя были направлены в первую очередь на за-

дачи массового производства, где можно пре-

небречь целочисленностью результатов. Пред-

ложенный Л. В. Канторовичем способ решения 

[2] подобных задач позволял найти оптималь-

ный раскрой, однако трудоемкость процесса 

решения вручную требовала адаптации к произ-

водственным условиям и совершенствования 

вычислительного математического аппарата. 

Именно этому вопросу в основном и были по-

священы научные разработки последователей и 

соратников Л. В. Канторовича до 50–60-х гг. 

Далее появилась возможность реализации алго-

ритмов на ЭВМ. Программы позволяли нахо-

дить оптимальные планы раскроя мерных ли-

нейных материалов и оптимальных планов рас-

кроя прямоугольных листов на прямоугольные 

заготовки. Начиная с 70-х гг. особое внимание 

исследователей этой области было направлено 

на решение задач единичного и мелокосерийно-

го производства. 

Впервые детально вопросы раскроя были 

проработаны Л. В. Канторовичем совместно с 

В. А. Залгаллером в Ленинградском отделении 

Математического института АН СССР в 40-х гг. 

[8]. Практическая проверка успешности разра-

ботанных ими математических способов реше-

ния проведена на Ленинградском вагонострои-

тельном заводе в 1948–1949 гг. Ввиду техноло-

гических требований и трудоемкости вычисле-

ния метода разрешающих множителей была 

проведена большая работа по развитию и адап-

тации математического аппарата к производст-

венной действительности того времени за счет 

введения новых расчетных и технологичных 

приемов. Так, В. А. Залгаллер разработал спо-

соб подбора целочисленных индексов, предло-

жил решение плоской задачи с помощью вспо-

могательной линейной задачи, приемы раскроя 

материала смешанной длины и различные тех-

нические приспособления. Все разработанные и 

практически апробированные методы того пе-

риода, методика их использования были описа-

ны в книге «Рациональный раскрой промыш-

ленных материалов», изданной в начале 1951 г. 

[8]. Задачи раскроя рассматривались авторами 

как примеры применения линейного програм-

мирования (Linear Programming, LP). При реше-

нии задач раскроя применяется модель LP с не-

явно заданной информацией о раскроях (столб-

цах матрицы). Фактически эта книга была отче-

том об удачном практическом внедрении в 

1948–1949 гг. линейного программирования для 

решения промышленных задач. Первые зару-

бежные же публикации, посвященные LP, отно-
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сятся к 1949 г. Основные расчеты, приведенные 

в книге [8], были выполнены вручную. Для пре-

одоления трудностей, связанных с построением 

допустимых карт раскроя, авторами были пред-

ложены приемы, которые, по существу, пред-

восхитили идеи динамического программирова-

ния. 

Для решения задачи генерирования раскроя 

были разработаны основанные на динамическом 

программировании методы для задачи линейно-

го раскроя [9], для гильотинного раскроя – се-

точный метод генерирования раскроев с макси-

мальной оценкой [10], считающие полную таб-

лицу индексов. И. В. Романовский предложил 

метод склейки [11], ограничивающийся состоя-

ниями, соответствующими скачкам. Позднее 

Э. А. Мухачева разработала условные методы 

генерирования раскроев на каждом шаге про-

цесса линейного программирования, учиты-

вающие специфику реального производства 

[12]. В то время основной целью этих и многих 

других работ являлось применение линейного 

программирования в сфере производственных 

задач. Эта цель в той или иной мере была дос-

тигнута в условиях массового и серийного про-

изводства. 

3. ДЕЯТЕЛЬНОСТЬ 

СОВЕТСКИХ НАУЧНЫХ ШКОЛ  

ПО ИССЛЕДОВАНИЮ ЗАДАЧ 

РАСКРОЯ-УПАКОВКИ 

Несомненно, развитие и широкое примене-

ние это направление получило с появлением 

ЭВМ: например, первая программная реализа-

ция на ЭВМ метода шкалы индексов [9]. В [13] 

приведен способ и программа для рационально-

го решения массовой линейной задачи, затрачи-

вающий приемлемое время для расчета. Расчет 

рациональных карт раскроя прямоугольных 

листов в 60-е гг. для большого числа заготовок 

(более 60) практически не представлялся воз-

можным. А примеры меньшей размерности тре-

бовали многих часов работы программ на ЭВМ 

[10]. 

Так, применение ЭВМ для решения и исследо-

вания задачи массового раскроя в начале 60-х гг. 

прошлого века стало первым шагом для зарож-

дения уфимской научной школы под руково-

дством Э. А. Мухачевой. Элита Александровна 

Мухачева в 1962 г. поступила в аспирантуру 

Новосибирского академического городка инсти-

тута математики СО АН СССР в отдел к созда-

телю теории линейного программирования Лео-

ниду Витальевичу Канторовичу и получила за-

дание разработать программу для массового 

раскроя материала, результат описан в [10]. 

Приоритет Л. В. Канторовича в этой области 

уже был признан в мире, он заведовал матема-

тико-экономическим отделом. Сотрудник отде-

ла, ученик и соратник Л. В. Канторовича, док-

тор физико-математических наук Г. Ш. Рубин-

штейн стал научным руководителем Элиты 

Александровны. В начале 1967 г. она защитила 

диссертацию «Численные методы решения не-

которых классов задач линейного программиро-

вания» на соискание ученой степени кандидата 

физико-математических наук
1
. С тех пор в 

Уфимском государственном авиационном тех-

ническом университете ведутся активные ис-

следования в данной области. 

Для задач штучного производства, являю-

щихся по своей сути проблемами дискретной 

оптимизации, решение с помощью LP – это уп-

рощение, позволяющее получить результат, 

близкий к оптимальному, при дополнительных 

ограничениях, возникающих в условиях серий-

ного и массового производства. В дальнейшем 

задачи C&P рассматривались уже без этого уп-

рощения, как прикладные проблемы комбина-

торных задач исследования операций. Задачи 

C&P являются типичными представителями NP-

трудных проблем. Ввиду неполиномиальной 

сложности точных алгоритмов для задач С&P 

авторами многих работ и по сей день уделяется 

значительное внимание приближенным мето-

дам, а при разработке точных алгоритмов – 

процедурам сокращения полного перебора и 

вычислению нижних границ. 

При решении задач C&P необходимо мини-

мизировать используемый материал (количест-

                                                 
1
 В 1983 г. Э. А. Мухачева (1930–2011) защищает 

докторскую диссертацию «Прикладные задачи ком-

бинаторной оптимизации, в частности, задача рас-

кроя и упаковки» и становится первой женщиной-

доктором наук УАИ (Уфимского авиационного ин-

ститута). Работая над диссертацией, она консульти-

ровалась у Л. В. Канторовича, В. А. Залгаллера и в 

Новосибирском академическом городке. Из 59 лет 

работы в Уфимском авиационном университете 

(УАИ, УГАТУ) 34 года заведовала кафедрами. На-

учная значимость трудов Э. А. Мухачевой и ее уче-

ников колоссальна. Студенты, аспиранты, ученые 

нашей страны изучали математическое программи-

рование, математические методы исследования опе-

раций, теорию и методы расчета в задачах раскроя-

упаковки по учебникам, монографиям и статьям, 

автором которых является Э. А. Мухачева. Многие 

из ее последователей по сей день продолжают разра-

ботки в России и за рубежом. Результаты многочис-

ленных работ внедрены, например, на Кировском 

заводе (г. Ленинград), при производстве тракторов 

на Ижевском механическом заводе, в Ульяновском 

авиационном комплексе и др. 
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во, площадь или объем). При этом оптимальное 

значение будет больше либо равно нижней гра-

ницы и меньше либо равно верхней границы. 

С помощью границ оценивается решение, 

полученное тем или иным методом. Верхняя 

граница, например, полученная приближенно 

любым эвристическим методом и уточняемая в 

ходе вычислений, применяется в методе ветвей 

и границ для сокращения множества просмат-

риваемых узлов дерева решений: отсеиваются 

узлы, у которых оценка не меньше верхней гра-

ницы. 

При решении задач точными методами ис-

пользование границ позволяет сократить время 

работы алгоритма. Так, большее время работы 

точного алгоритма затрачивается на доказатель-

ство оптимальности найденного решения, воз-

можно, полученного уже в начале вычислений. 

Для этого этапа как раз очень важна нижняя 

граница, значение которой должно быть макси-

мально близко к оптимуму. Проблема подсчета 

нижних границ остается основной при разра-

ботке эффективных точных методов решения 

задач C&P. Особый интерес для вычислений 

представляют уточняемые нижние оценки, они 

позволяют либо быстро отсекать «слабые» час-

тичные решения либо просто остановить вы-

числения по достижении достаточно хорошего 

результата. В [14, 15] предложен метод по-

строения нижних границ, основанный на ли-

нейной релаксации. Показано, что оптимальное 

значение исходной задачи можно оценить с по-

мощью решения соответствующей задачи ли-

нейного раскроя. Предложено уточнение этой 

нижней границы, использующее метод фикса-

ции определенных переменных. 

Традиционными для единичных проблем 

C&P являются математические модели цело-

численного линейного программирования 

(ЦЛП). Но надо отметить и другие, например, 

предложенные в начале XXI в.: матричная мо-

дель – представление прямоугольной упаковки 

двумя бинарными матрицами, характеризую-

щими всевозможные пересечения прямоуголь-

ников с сечениями контейнерной области па-

раллельно координатным осям [16]; модель, 

предложенная В. Н. Марковым, в которой лист 

материала описывается растровой последова-

тельностью точек [17]. 

Методы, основанные на ЦЛП, оказались 

приемлемыми для решения задач линейного 

(одномерного) и гильотинного раскроя. Что ка-

сается классов задач негильотинной упаковки, 

то алгоритмы LP вряд ли можно сейчас считать 

подходящими для их решения. Пока для этих 

задач большинство существующих точных ме-

тодов решения сводятся к перебору всего мно-

жества допустимых решений. Методы улуч-

шенного перебора объединены и для этих задач 

под названием «метода ветвей и границ». Еще в 

1973 г. И. В. Романовский и Н. П. Христова 

предложили для решения дискретных мини-

максных задач метод дихотомии [18]. Для полу-

чения нижней оценки в [19] авторы предложили 

использовать релаксацию задачи, переходя от 

множества допустимых решений к некоторому 

его подмножеству. 

В 60-х гг. в г. Харькове под руководством 

В. Л. Рвачева и Ю. Г. Стояна разрабатываются 

подходы к решению задач с фигурными заго-

товками [20]. Для описания фигур, ограничен-

ных контуром из конечного числа отрезков и 

дуг окружностей, вводятся специального типа 

R-функции, которые позволяют определить 

принадлежность точки к фигуре одним неравен-

ством, что позволяет упростить проверку непе-

ресечения фигур между собой. Поиск опти-

мальных размещений осуществляется методом 

составления большого числа случайных ненале-

гающих положений, каждое из которых затем 

переводится градиентным методом в локально 

минимальное положение. Этот подход получил 

и дальнейшее развитие. Используемые как 

средство математического и компьютерного 

моделирования R-функции внесли существен-

ный вклад в формализацию 2D- и 3D-задач C&P 

и разработку методов их решения [21]. 

Следует отметить значительный вклад, вне-

сенный в теорию и практику моделирования 

размещения геометрических объектов научной 

школой Ю. Г. Стояна (Украина, Институт про-

блем машиностроения НАН). В конце 60-х гг. 

на базе Уфимского авиационного института под 

руководством Э. А. Мухачевой зарождается еще 

одна научная школа, в которой активно и по сей 

день занимаются проблемами C&P, в том числе 

и задачами с произвольной формой заготовок 

[22]. Начиная с 60-х гг. ведутся исследования 

задач фигурного раскроя в Горьковском уни-

верситете, в коллективе Л. Б. Беляковой, в Ин-

ституте технической кибернетики АП БССР, 

г. Минск. В это же время упрощенными алго-

ритмами для решения задач фигурного раскроя 

с применением ЭВМ занимаются на многих 

производственных предприятиях СССР [23]. 

Подробнее обзор публикаций до 70-х гг. 

представлен в дополненном втором (1951 г.) и 

третьем (2012 г.) [24] изданиях книги [8]. Третье 

переиздание было подготовлено с участием 

В. А. Залгаллера. 

Далее происходит бурное развитие научных 

подходов к решению задач C&P и учету специ-
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альных условий, касающихся различных отрас-

лей: металлургии, судостроения, деревообра-

ботки, бумажной и швейной промышленности. 

Например, в Карельском институте лесной про-

мышленности под руководством И. В. Соболева 

[25], в Петрозаводском государственном уни-

верситете под руководством В. А. Кузнецова 

ведется работа, связанная с применением мето-

дов оптимизации на промышленных предпри-

ятиях Карелии и Северо-Запада России. Здесь 

развиваются методики решения оптимизацион-

ных задач в целлюлозно-бумажной промыш-

ленности [26, 27]. Они реализованы в комплек-

сах прикладных программ, направленных на 

решение проблем, связанных с раскроем и пла-

нированием работ в деревообрабатывающей 

промышленности. Помимо задач, связанных 

непосредственно с раскроем, рассматриваются 

технологические проблемы при организации 

производства: для удобства комплектации необ-

ходимо производить одновременно или почти 

одновременно все детали изделия, выпускаемо-

го в данный момент, а особенности предвари-

тельного раскроя ограничивают возможности 

укладки этих деталей в прямоугольники, что 

приводит к большим отходам. Это, например, 

распиловка бревен, раскрой гофрокартона. 

В 70-х гг. в Омском государственном уни-

верситете под руководством А. А. Колоколова 

[28] также начинаются исследования и разра-

ботки алгоритмов решения задач дискретной 

оптимизации, сводящихся к задачам раскроя-

упаковки. Основное внимание этой научной 

группы уделено задачам линейного целочис-

ленного программирования, прикладным зада-

чам размещения, задачам раскроя, встречаю-

щимся в легкой промышленности и швейном 

производстве. Разработаны и исследованы но-

вые алгоритмы и подходы, основанные на ис-

пользовании регулярных разбиений релаксаци-

онных множеств, L-разбиений. Надо отметить, 

что решением проблем с автоматизацией про-

цесса раскроя занимаются и по сей день в Омске 

[29, 30], Новосибирске [31, 32]. Обзор сущест-

вующих САПР конструкторской и технологиче-

ской подготовки производства одежды пред-

ставлен в [33]. Хотя главной задачей этих сис-

тем является моделирование индивидуальной и 

мелкосерийной одежды, а процесс раскроя ма-

териала не использует сложных оптимизацион-

ных методов расчета. Можно отметить работы 

А. А. Петунина проводимые в Екатеринбурге с 

конца 70-х гг., которые направлены на автома-

тизацию проектирования раскроя листового ма-

териала, [34]. Они позволили позже разработать 

универсальную систему «Сириус» с собствен-

ным графическим интерфейсом, ориентирован-

ную на широкий спектр оборудования для резки 

листовых материалов [35]. 

4. СОВРЕМЕННОЕ РАЗВИТИЕ  

МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 

РАСКРОЯ-УПАКОВКИ 

Новые эффективные точные методы разви-

вались по нескольким направлениям. С одной 

стороны, совершенствовались инструменты 

ЦЛП: моделирование, методы ветвлений, секу-

щие плоскости. С другой стороны, развивались 

чисто комбинаторные методы, получившие 

позже наиболее полное развитие в рамках мето-

дов искусственного интеллекта. 

Например, в [36] представлен гибридный 

метод непрерывной оптимизации и переборного 

алгоритма решения задачи упаковки много-

угольников, где в качестве частного случая рас-

сматривается задача упаковки прямоугольников 

в полосу, разработана стратегия построения 

множества систем уравнений и набора правил 

для отсечения бесперспективных вершин дерева 

решений. Этот метод получил и дальнейшее 

развитие в конце 90-х гг. 

Задача одномерного раскроя с единичными 

комплектностями является наиболее подходя-

щей для решения комбинаторными методами. 

Одним из первых был метод ветвей и границ на 

основе релаксации ЛП с генерацией столбцов. 

В большинстве вариантов метода ветвление 

осуществляется по отдельным столбцам. В ра-

боте [37] автор для данной задачи применяет 

дихотомический вариант обобщенного метода 

решения дискретных минимаксных задач [18]. 

В нем на каждом этапе ветвление по дереву ре-

шений происходит по двум подмножествам, что 

сокращает перебор допустимых решений. Для 

задач одномерного раскроя с целочисленными 

комплектностями — 1D cutting-stock problem 

(1DCSP) – методы ЦЛП являются более эффек-

тивными вследствие комбинаторного взрыва. 

В большинстве из них используется модель 

1DCSP с генерацией столбцов, впервые пред-

ложенная в работе Л. В. Канторовича и 

А. А. Залгаллера [8]. Эта модель имеет очень 

маленький эмпирический разрыв двойственно-

сти. Количество переменных модели не ограни-

чено полиномиально от размерности задачи 

(количества предметов), поэтому довольно 

трудно оценить количество столбцов, генери-

руемых при поиске оптимума. На практике за-

дача быстрого нахождения ЛП оптимума, т. е. 

вопрос ускорения сходимости процесса генера-

ции столбцов, является очень актуальной. 
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Вопрос об эффективном применении точ-

ных комбинаторных методов решения задач 

раскроя-упаковки большой размерности остает-

ся открытым до сих пор. Ведутся исследования 

для определения отсечений, которые позволяют 

не рассматривать симметричные варианты пра-

вил сокращения перебора. Например, в [14] рас-

смотрен метод с процедурами доминантности, 

группировки, определения допустимого резерва, 

позволяющий сократить перебор. 

Математический аппарат, позволяющий вы-

числить оптимум в негильотинной задаче C&P 

за конечное число операций впервые предложен 

в [38], где задача упаковки прямоугольников 

сформулирована как проблема комбинаторной 

оптимизации и предложен «метод зон» для на-

хождения оптимального решения. На основе 

понятия «зоны» доказывается, что для любой 

упаковки прямоугольников можно указать та-

кой их порядок, при котором каждый следую-

щий прямоугольник не пересекается ни с одной 

из зон предыдущих (топологическая сортиров-

ка). Показано, что среди упаковок, построенных 

на ступенчатых границах, есть оптимальные. 

Для сокращения числа вариантов предложен 

ряд отсечений, позволяющих отбрасывать вари-

анты, симметричные уже рассмотренным, или 

заведомо не лучше других. 

Для решения комбинаторных задач из клас-

са NP-трудных с успехом применяются эври-

стические методы. Среди эвристик высокого 

уровня выделяются жадные алгоритмы, позво-

ляющие достигать верхние границы [39]. К мно-

гопроходным эвристикам относится метод по-

следовательного уточнения оценок (Sequential 

Value Correction, SVC), берущий начало от идеи 

объективно-обусловленных оценок Л. В. Канто-

ровича [40]. Метод SVC реализуется по моди-

фицированной схеме «первый подходящий с 

упорядочиванием» с процедурами приоритета и 

повторения. Упорядочивание элементов осно-

вано на экономическом смысле двойственных 

переменных в линейном программировании. 

Метод можно назвать общим для решения задач 

C&P: он применим для задач линейного и гиль-

отинного раскроя, 2D- и 3D-упаковки, а также и 

для фигурного раскроя [22]. 

При реализации схем построения решений в 

комбинаторных задачах используют различные 

способы представления допустимого решения в 

виде кода, который с помощью соответствую-

щего правила (декодера) однозначно преобразу-

ется в план упаковки. Способы кодирования и 

декодирования существенным образом влияют 

на эффективность получаемых решений. При 

этом сам декодер является однопроходным ме-

тодом. Простым и популярным декодером явля-

ется «нижний левый», который однозначно по-

зволяет получить план упаковки по коду в виде 

последовательности (списка) прямоугольных 

деталей. В уфимском коллективе разработаны 

новые блочные декодеры [41], позволяющие 

представить прямоугольную упаковку в виде 

линейного раскроя специальной структуры, для 

которой используются линейные методы реше-

ния, за счет чего получают быстрые и эффек-

тивные решения. Аналогично представляется и 

3D-упаковка. 

Если при выбранном способе декодирова-

ния повторять решение, несколько изменяя уже 

использованный код, то значение целевой 

функции изменится в лучшую или худшую сто-

рону. При многократном повторении можно 

получить достаточно хорошее решение. На этом 

принципе в сочетании с комбинацией различ-

ных декодеров разработаны технологии конст-

руирования алгоритмов локального поиска для 

C&P [42, 6]. 

Таким образом, внесение в детерминиро-

ванный алгоритм элементов случайности повы-

шает его результативность. Так, например, по-

высилась эффективность упомянутого выше 

алгоритма SVC после внесения в него элемен-

тов стохастики. Бурное развитие вероятностных 

методов локального поиска оптимума началось 

20 лет назад с появлением метаэвристик для 

решения NP-трудных задач. В России обзор ве-

роятностных методов локального поиска опти-

мума для NP-трудных задач сделан в [43]. В об-

зоре обсуждаются общие схемы алгоритмов по-

иска с запретами, имитации отжига, эволюци-

онного и генетических алгоритмов. Показано, 

что эти разные по своей структуре алгоритмы 

используют общую математическую конструк-

цию конечных цепей Маркова, а также доказы-

вается, что при корректной реализации проце-

дур поиска указанных метаэвристик, когда от-

сутствует эффект «застревания» в локальном 

оптимуме, будет наблюдаться сходимость по 

вероятности наилучшего найденного решения к 

оптимальному решению задачи. 

Первыми среди сложных метаэвристик для 

задач C&P стали применяться генетические ал-

горитмы. Возможны различные способы коди-

рования и приемы идентификации простейших 

структур (ген, аллели, хромосома). Это порож-

дает различные классы генетических алгорит-

мов [44, 45]. Генетические алгоритмы успешно 

разрабатываются и для решения задач фигурно-

го раскроя [46]. Исследуются и используются и 

другие метаэвристики. Кроме того, в последние 
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годы активно развивается применение искусст-

венного интеллекта [17, 47]. 

Изменения в стране, начатые в 80-х гг., по-

зволили российским ученым активно публико-

вать свои работы за рубежом в изданиях, по-

священных исследованиям операций, участво-

вать в международных конференциях. Сообще-

ство под названием SICUP (Специальная группа 

по интересам в области раскроя-упаковки) объ-

единяет многих исследователей, заинтересован-

ных в данной проблеме по всему миру. SICUP 

организует сессии по проблемам C&P в рамках 

международных конференций. Было принято 

решение об организации нового сообщества 

ESICUP (http://paginas.fe.up.pt/~esicup/tiki-

index.php). И обратная ситуация – участие зару-

бежных исследователей в российских специаль-

ных изданиях [48], совместные исследования, 

например [15, 21, 49, 50]. 

В СССР проводились научно-практические 

семинары и конференции в Ленинграде, Уфе, 

Звенигороде и других городах. В современный 

период организуются секции в рамках работы 

конференций: Математическое программирова-

ние и приложения (Екатеринбург, ИММ УРО 

АН РФ); Дискретный анализ и исследование 

операций (DAOR, Новосибирск, ИМ СО РАН); 

Компьютерные науки и информационные тех-

нологии (CSIT, Уфа, УГАТУ); Ресурсосбере-

гающие технологии (ОПТИМ, С.-Петербург); 

Методы оптимизации и их приложения (Бай-

кальская международная конференция по мате-

матическому программированию, Иркутск); 

Дискретная математика и экономические при-

ложения (Омск, филиал ИМ СО РАН) и др. 

В последнее десятилетие теоретические ас-

пекты проблемы раскроя-упаковки и геометри-

ческого покрытия в виду их NP-сложности ос-

таются актуальными. Основное внимание рос-

сийских научных исследований методов и задач 

C&P связаны не только с усовершенствованием 

эффективности методов их решения, но и с про-

блемами в которых задачи раскроя и упаковки 

включены в качестве подзадач. Это накладывает 

дополнительные условия и ограничения в по-

становке задач. Например: в лесопромышленно-

сти, в легкой промышленности, при проектиро-

вании электронных схем, в транспортной и 

складской логистики, в строительной и судо-

строительной отраслях и др.  

Так, например, в работах [26, 27] исследу-

ются задачи планирования производства гофро-

тары, выбора транспортных средств и размеще-

ния продукции, планирования производства пи-

ломатериалов, планирования погрузки водного 

транспорта, раскроя и комплектовки в модели-

ровании технологических процессов в условиях 

стохастики производственного процесса, рас-

сматриваются критерии эффективности подоб-

ных задач.  

Теоретические предпосылки для создания 

автоматизированной системы управления рас-

кроем в швейной промышленности описаны в 

работе [51], исследуется проблема параметриче-

ского моделирования сложных трехмерных 

объектов и его применения. В работе [33] при-

веден краткий обзор существующих САПР кон-

структорской и технологической подготовки 

производства одежды. Одной из первых разрабо-

ток в области САПР для конструктора швейных 

изделий явилась белорусская система «АВТО-

КРОЙ» (г. Минск), функционирующая в 80-е гг. 

в НПО «Белбыттехника». Первой системой, 

предназначенной специально для конструиро-

вания одежды с помощью персонального ком-

пьютера, стала система ЛЕКО, разработки Цен-

трального научно-производственного института 

швейной промышленности (ЦНИИШП). В на-

стоящее время систему используют небольшие 

швейные и трикотажные предприятия, а также 

вузы, ведущие подготовку специалистов в об-

ласти проектирования швейных изделий. Вслед 

за ЛЕКО появляется серия САПР: Система АС-

СОЛЬ (Центр компьютерных технологий при 

Московском физико-техническом институте); 

Система T-FLEX/ОДЕЖДА использует типовые 

методики конструирования; ГРАЦИЯ и др. Од-

ной из последних разработок стала система 

ELEANDR-CAD (Научно-технический центр 

дизайна и технологии при МГУДТ и компания 

ООО «Элеандр», 2003). В работе [52] авторы 

исследуют задачу о минимальном покрытии на 

примере проектирования меховых изделий. 

Исследования  показали, что задачи, в кото-

рых требуется сформировать в определенном 

смысле оптимальное множество объектов (ма-

шин, наборов моделей одежды, приемов, 

свойств), покрывающее «потребности» другой 

совокупности (работ, клиентов, заказов, харак-

теристик) при выполнении некоторых условий, 

обусловленных спецификой задачи, могут быть 

сведены к задачам о покрытии и различным их 

модификациям. На основе [30] разработан гиб-

ридный алгоритм для решения задач оптимиза-

ции выбора объектов в процессе технической 

подготовки производства, в том числе при оп-

ределении доминирующих свойств материалов, 

на примере легкой промышленности. Ориги-

нальный подход к исследованию связи проблем 

ортогонального раскроя и покрытия на примере 

задач построения маршрутов, удовлетворяющих 

определенным ограничениям, приведен Т. Па-

http://paginas.fe.up.pt/~esicup/tiki-index.php
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нюковой, [53]. Автором замечено, что в задачах 

раскроя листового материала плоский граф яв-

ляется моделью раскройного плана, а маршрут, 

покрывающий все ребра, определяет траекто-

рию режущего инструмента. В работе [53] при-

ведена модификация алгоритма построения по-

крытия с упорядоченным охватыванием на слу-

чай многосвязного графа. Построение покрытия 

графа с упорядоченным охватыванием решает 

поставленную задачу раскроя. Наибольший ин-

терес представляют покрытия с минимальным 

числом цепей, поскольку переход от одной цепи 

к другой соответствует холостому проходу ре-

жущего инструмента. 

Пример применения генетических алгорит-

мов для автоматизации размещения разногаба-

ритных тепловыделяющих элементов в электрон-

ных модулях трехмерной компоновки на основе 

теплового критерия приведен в работе [54].  

Решению задачи размещения грузов в гру-

зовых отсеках транспортных средств, возни-

кающей в качестве подзадачи в логистических 

системах, посвящены многие работы. Напри-

мер, в [55] решается задача управления загруз-

кой контейнеров с учетом их физических харак-

теристик, в [56] для этой задачи осуществляется 

учет условия технологичной загрузки-разгрузки 

потребительских товаров, т.е. последователь-

ность посещения клиентов при доставке грузов. 

В работе [57] предложен алгоритм решения 

задачи, возникающей, например, в строительной 

индустрии – задачи геометрического покрытия 

многосвязного полигона ортогональным ресур-

сом. Исходной информацией являются размеры 

покрываемой области и имеющегося ортого-

нального ресурса, а размеры покрывающих эле-

ментов, которые необходимо впоследствии рас-

кроить из ресурса, заранее не определены. Это 

обуславливает многокритериальную оптимиза-

цию процесса построения взаимосвязанных ра-

циональных планов геометрического покрытия 

прямоугольными элементами незаданных раз-

меров и раскроя ортогонального  ресурса на по-

крывающие элементы.  

Технологические особенности раскройного 

оборудования обуславливают появление задач 

проектирования управляющих программ для 

машин листовой резки. В работе [35] автором 

отмечается важность проблемы стоимости и 

значимости различных этапов процесса выреза-

ния заготовок из материального ресурса, таких 

как, например, перемещение режущего инстру-

мента в другое место раскраиваемого листа и 

новой резки. Таким образом, кроме плотного 

размещения заготовок на плане раскроя, целевая 

функция направлена на оптимизацию маршрута 

режущего инструмента с учетом стоимости ре-

зов, новой врезки. 

Значительное внимание уделяется также и 

теоретическим разработкам проблемы раскроя и 

упаковки. Например, в работах [58, 59] рас-

смотрены задачи упаковки гофров (ортогональ-

ных связных многоугольников) с позиций об-

щей теории проблемы оптимального размеще-

ния геометрических объектов, предложены 

алгоритмы упаковки n-мерных гофров на базе 

методов линейного программирования, а так-

же модели и методы оптимизации упаковки 

n-мерных параллелепипедов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Многообразие раскройных задач вместе со 

значимостью их рационального решения обу-

славливает неугасающий интерес опытных и 

молодых исследователей всего мира к этой про-

блематике, с чем связана устойчивая тенденция 

роста численности новых методик для их реше-

ния. 

В задачах C&P замечательным образом со-

четается их широкая практическая примени-

мость и их принадлежность к NP-трудным про-

блемам, что делает эту проблематику важным 

полигоном новых исследований. Благодаря это-

му идеи Л. В. Канторовича будут использовать-

ся и развиваться в различных сферах научной и 

практической деятельности человека, связанной 

с проблемой раскроя. 
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