
 

 2014. Т. 18, № 3 (64). С. 80–86 
 

 

http://journal.ugatu.ac.ru 

ISSN 2225-2789 (Online) ISSN 1992-6502 (Print) 

 

УДК 621.35 

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОГО ЭЛЕКТРОХИМИЧЕСКОГО ФОРМООБРАЗОВАНИЯ 

С ПОМОЩЬЮ КВАЗИСТАЦИОНАРНОЙ МОДЕЛИ 

В.  П.  ЖИ ТНИ КО В
1 ,  А.  А.  ЗАРИ ПО В

2 ,  Н.  М.  ШЕ РЫ ХА ЛИ НА
3  

1 
zhitnik@ugatu.ac.ru,  

2 
a_zaripov@mail.ru,  

3 
n_sher@ mail.ru 

ФГБОУ ВПО «Уфимский государственный авиационный технический университет» (УГАТУ) 

Поступила в редакцию 29 марта 2014 г. 

Аннотация. В квазистационарном приближении решены две задачи электрохимического формообра-
зования: обработки угловым электрод-инструментом с изоляцией и плоским электрод-инструментом 
без изоляции заготовки, имевшей до обработки угловую форму. Получены точные (в квадратурах) ре-
шения этих задач и проведено параметрическое исследование. 
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 Моделирование электрохимической обра-

ботки (ЭХО) основано на законе Фарадея, со-

гласно которому скорость растворения ecmV  

равна jkV ecm , k , где  – электрохими-

ческий эквивалент;  – плотность растворяемого 

материала; j – плотность тока на анодной гра-

нице;  j  – выход по току (доля тока, уча-

ствующего в реакции растворения металла). 

В [1–3] для решения стационарной задачи 

предлагалось исследовать процесс со скачкооб-

разной зависимостью выхода по току от плот-

ности тока 

  









.,0

,,

1

10

jj

jj
j  (1) 

В данной работе для исследования процес-

сов с предельно высокой локализацией предла-

гается рассмотреть случай, когда максимальное 

значение плотности тока на обрабатываемой 

поверхности 0E  равно критическому 


 1
1

j
E   

( – электропроводность электролита). 

Будем считать электрическое поле в меж-

электродном пространстве (МЭП) соленоидаль-

ным и потенциальным. Будем считать электро-

ды эквипотенциальными (U на катоде 0 

на аноде). Тогда задачу определения напряжен-

                                                 

Работа выполнена при финансовой поддержке Ми-

нобрнауки России в рамках базовой части госзадания 

образовательным организациям высшего образова-

ния. 

ности поля можно решать с помощью аналити-

ческих функций комплексного переменного. 

С прикладной точки зрения имеют интерес 

задачи исследования формообразования обраба-

тываемой поверхности при ЭХО. В данной ра-

боте изучается изменение формы обрабатывае-

мой поверхности вблизи угловых точек при 

электрохимическом фрезеровании непрофили-

рованными электрод-инструментами (ЭИ) раз-

личного вида.  

1. ПРЕДЕЛЬНО-КВАЗИСТАЦИОНАРНАЯ 

ЭХО УГЛОВЫМ ЭИ С ВЕРТИКАЛЬНОЙ 

ИЗОЛЯЦИЕЙ 

Рассмотрим плоскую задачу формообразо-

вания обрабатываемой поверхности при обра-

ботке ЭИ в виде клина ACB с углом раствора, 

равным /2, с изолированной вертикальной по-

верхностью (рис. 1). В разделе 2 рассмотрена 

также задача обработки пластинчатым ЭИ без 

изоляции (рис. 9). В обоих случаях ЭИ движут-

ся горизонтально вправо с постоянной скоро-

стью Vet. 

При эквипотенциальных электродах обра-

зом МЭП на плоскости комплексного потенциа-

ла для этой задачи является полуполоса шири-

ной U (рис. 2). 

Рассмотрим плоскость годографа напряжен-

ности dZdWE  . При использовании зависи-

мости выхода по току (1) при E0=E1 на обраба-

тываемой поверхности образуются две зоны с 

двумя типами краевых условий. Первой зоне 
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FMNG с постоянным модулем напряженности 

на плоскости E  соответствует дуга окружности 

радиуса E1 с центром в начале координат. 

 

а 
 б 

Рис. 1. Формы МЭП на физической 

плоскости: а – перед началом процесса;  

б – в процессе обработки. FMNG – зона 

постоянного (критического) значения 

напряженности; AF, GB – нерастворяемые 

(прямолинейные) границы  

 

 
Рис. 2. Форма образа МЭП на плоскости 

комплексного потенциала 

Участкам AF (=0) и GB (/2), где отсут-

ствует растворение, на плоскости E  соответст-

вуют отрезки соответственно действительной 

AF и мнимой GB осей.  

На поверхности ЭИ AC угол /2, на BC 

/2 (вектор напряженности направлен по 

нормали от катода и вдоль изолированной его 

части). Поэтому на плоскости годографа E  

имеем вертикальные лучи, направленные, соот-

ветственно, вверх и вниз. Область на плоскости 

годографа размещается на двулистной поверх-

ности. Более удобно изобразить каждый лист 

отдельно (рис. 3, а, б). 

Применив преобразование  
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получим фигуру, граница которой содержит 

только части прямых, т.е. многоугольник с уг-

лами A, B, C, F, G, M, N, равными 0; 0; 0, /2; 

/2; 2, 2 соответственно (рис. 4, а, б). 
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Рис. 3. Форма образа МЭП на плоскости 

годографа: а – первый лист; б – второй лист 

 

  

а б 

Рис. 4. Формы образа МЭП на плоскостях 

параметрического переменного:  

а – первый лист поверхности ;  

б – второй лист   

Используя преобразование Шварца–Крис-

тоффеля, получим функцию, конформно ото-

бражающую верхнюю полуплоскость  (рис. 5) 

на этот многоугольник   
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Рис. 5. Формы образа МЭП на плоскостях 

параметрического переменного: плоскость  

Имеем 
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Тем самым 



 
МАШИНОСТРОЕН ИЕ  82 

  
  

   





 




211

1

d
C  

 
  
  









 ln

1

1
1Ñ  

 
  
  









 ln

1

1
1C  

 
  
   1

1
ln

11

11
1








C  (4) 

Отсюда, и в соответствии с рис. 4,  
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Из (5), (6) и (7) следует, что 
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Если точки перегиба M и N отсутствуют, то 

параметры  и  – комплексно сопряженные, 

(т.е. 11  i , 11  i ). Тогда уравнения 

(9), (10), примут вид  
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Тем самым с учетом (5)–(7), окончательно  
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Теперь с помощью преобразования Швар-

ца–Кристоффеля найдем функцию  W  
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При обходе точки   по полуокружности 

малого радиуса против часовой стрелки W по-

лучает приращение действительной части, рав-

ное –U, логарифм – приращение мнимой части 

i. Отсюда  
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Тем самым, окончательно  
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Производная  
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Из (15) и (18) 
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Интегрируя (19) численно от , получим 

функцию  z . 

Параметры заглубления кромки ЭИ L и S 

определяются следующим образом: 

   ZL Re ,   0ImZS  , (20) 

U

E
L 1  (безразмерное время). 

На рис. 6 приведены формы обрабатывае-

мой поверхности в неподвижной относительно 

материала заготовки и подвижной (связанной с 

кромкой ЭИ) системах координат, соответст-
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вующие 01  USEs  и  1; 0.5; 0; 0.5; 1; 

1.5; 2;…; 5.  

На рис. 6, а при  видно установление 

предельно-стационарной конфигурации с 

1EE  . Вблизи нерастворяемой зоны AF при 

возрастании  формируется предельная форма, 

соответствующая решению задачи об истечении 

из-под щита [4] (рис. 6, б, кривая ).  

 

a 

б 

Рис. 6. Формы обрабатываемой поверхности 

для s=0: а – в системе координат, связанной 

с кромкой ЭИ C(0,0); б – в неподвижной 

системе координат  

На рис. 7 приведены аналогичные формы 

обрабатываемой поверхности, соответствующие 

3.01  USEs . 

а 

б 
Рис. 7. Формы обрабатываемой поверхности 

для s=0.3: а – в системе координат, 

связанной с кромкой ЭИ C(0,0);  

б – в неподвижной системе координат  

При увеличении s выступ на обрабатывае-

мой поверхности увеличивается, и при некото-

ром s=s* происходит его касание изолирован-

ной поверхности ЭИ. 

Следует отметить, что при <0 образы точек 

перегиба  и  совпадают и при дальнейшем 

уменьшении  становятся комплексно сопря-

женными (обозначим их 11  i , 

,11  i (11), (12)). При этом внутри области 

на плоскости E  появляется точка ветвления M, 

являющаяся образом точки 1 . Линия 

«склейки» на плоскости E  начинается с неко-

торой точки на границе области, проходит через 

точку ветвления, разворачивается и уходит на 

бесконечность (рис. 8).  

 

 

 

а б 

Рис. 8. Формы образа МЭП на плоскости 

годографа: а – первый лист; б – второй лист 

Как видно из рис. 6, б, при  длина об-

работанной части поверхности уменьшается и 

стремится к нулю. 

2. ПРЕДЕЛЬНО-КВАЗИСТАЦИОНАРНАЯ 

ЭХО ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ 

ПЛАСТИНЧАТЫМ ЭИ 

Рассмотрим задачу формообразования обра-

батываемой поверхности при обработке ЭИ в 

виде пластины ACB, движущимся горизон-

тально вправо с постоянной скоростью Vet. Се-

чение МЭП показано на рис. 9. 

 

               a  б 

Рис. 9. Формы МЭП на физической 

плоскости: а – перед началом процесса;  

б – в процессе обработки. FMNG – зона 

постоянного (критического) значения 

напряженности; AF, GB – нерастворяемые 

(прямолинейные) границы  
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На поверхности ЭИ AC угол /2, на BC 

/2 (вектор напряженности направлен по 

нормали от верхней поверхности катода). По-

этому на плоскости годографа E  имеем верти-

кальные лучи, направленные, соответственно, 

вверх и вниз. Область на плоскости годографа 

размещается на двулистной поверхности, анало-

гичной полученной в предыдущей задаче 

(рис. 3). Это связано с тем, что в задаче с изоли-

рованным сбоку клином на BC вектор напря-

женности направлен вдоль изолированной гра-

ницы вверх.  

Поэтому зависимость функции  

 iEEi 1ln  от параметрического пере-

менного , областью изменения которого явля-

ется верхняя полуплоскость, выражается фор-

мулой (13).  

Образом МЭП на плоскости комплексного 

потенциала, в отличие от предыдущей задачи, 

является полоса шириной U (причем точки A и 

B удалены на бесконечность вниз и вверх). 

Функцию  W  найдем с помощью преобразо-

вания Шварца–Кристоффеля  

  
  





 



U
d

CW

1

2  

 UiC 





















1

1
lnln

1
2 . 

При обходе точки   по полуокружности 

малого радиуса против часовой стрелки W по-

лучает приращение действительной части, рав-

ное –U, логарифм – приращение мнимой части 

i. Отсюда  

 


 iCUW
1

Re 2 . 

Тогда  



U

iC2 . 

Тем самым, окончательно  

   




















1

1
lnln

U
iW . (21) 

Производная  

 
  








U
i

d

dW
. (22) 

Из (15) и (22) 

 
   

.
1

1

232
1












 d

E

U
idZ   (23) 

На рис. 10–12 приведены формы обрабаты-

ваемой поверхности в неподвижной относи-

тельно материала заготовки и подвижной (свя-

занной с кромкой ЭИ) системах координат, со-

ответствующие  1; 0.5; 0; 0.5; 1; 1.5; 2;…; 5,  

для 01 
U

E
Ss ; 1 и 1.5.  

 

а 

 

б 

 

Рис. 10. Формы обрабатываемой 

поверхности для s=0: а – в системе 

координат, связанной с кромкой ЭИ C(0,0);  

б – в неподвижной системе координат  

 

 

а 

 

б 

 

Рис. 11. Формы обрабатываемой 

поверхности для s=1: а – в системе 

координат, связанной с кромкой ЭИ C(0,0);  

б – в неподвижной системе координат  

 

 

Как и в рассмотренной в разделе 1 задаче, 

вблизи нерастворяемой зоны AF при возраста-

нии  формируется предельная форма, соответ-
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ствующая решению задачи об истечении из-под 

щита [4] (рис. 10–12,б, кривые ). 

 

а 

 

б 

 

Рис. 12. Формы обрабатываемой 

поверхности для s=1.5: а – в системе 

координат, связанной с кромкой ЭИ C(0,0);  

б – в неподвижной системе координат  

 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, квазистационарное прибли-

жение позволило получить точные (в квадрату-

рах) решения двух задач ЭХО: обработки угло-

вым ЭИ с изоляцией и плоским ЭИ без изоля-

ции заготовки, имевшей до обработки угловую 

форму. 

Проведено параметрическое исследование 

этих задач, показавшее, что для определения 

предельной формы обрабатываемой поверхно-

сти возможно использовать известное решение 

об истечении идеальной жидкости из-под щита.  

Как показывают численные исследования 

[5], в таких задачах квазистационарное прибли-

жение весьма точно (до 3-4 значащих цифр) 

приближает нестационарное решение. При этом 

квазиситацонарное решение требует сущест-

венно меньших затрат вычислительных ресур-

сов. 
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