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Аннотация. Приводятся проблемы, связанные с применением аналитических методов для исследова-
ния гидравлических устройств. Рассматриваются особенности поведения и специфика создания авто-
колебательных систем. Исследуются вынужденные колебания подпружиненной массы и влияние сухо-
го трения, относительной частоты на протекание рабочих процессов. Описывается алгоритм расчета 
колебательных систем и особенности построения амплитудно-фазочастотных характеристик и пере-
ходных процессов. 
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СОСТОЯНИЕ ВОПРОСА 

Широко применяемые линейные аналити-

ческие методы исследования современных гид-

ромеханических систем в ряде случаев оказы-

ваются не состоятельными. В условиях, когда 

существенную роль играют нелинейные факто-

ры, необходимо применять точные и эффектив-

ные методы, дающие возможность анализа раз-

личных сложных устройств. Возникшие при 

этом сложные нелинейные задачи зачастую не 

поддаются аналитическому решению. Числен-

ные исследования, проводившиеся по деталь-

ным моделям, также столкнулись с серьезными 

трудностями, обусловленными большим объе-

мом переменных, ограниченностью и недоста-

точной точностью получаемой информации, а 

также в ряде случаев невозможностью модели-

рования реальных процессов и явлений. К при-

меру, типичным для нелинейных систем являет-

ся режим автоколебаний (предельных колеба-

ний). При такой постановке задачи, помимо оп-

ределения устойчивости, возникает 

необходимость определения амплитуды и час-

тоты колебаний. На практике применяется дос-

таточное количество приближенных методов, 

как правило, в предположении, что гармоники 
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возникающих в нелинейной системе колебаний 

подавляются линейной частью системы, обла-

дающими свойствами фильтра нижних частот. 

Тогда циркулирующие в системе синусоидаль-

ные колебания можно описать средствами ли-

нейной теории (например, с помощью частот-

ных характеристик). В этом случае, если пред-

положить, что высшие гармоники подавляются 

достаточно хорошо, то нелинейную систему 

можно линеаризовать с помощью методов тео-

рии колебаний. 

Однако не стоит забывать, что в некоторых 

случаях обыкновенная линеаризация сущест-

вующих нелинейностей невозможна, так, на-

пример, для исследования сухого трения при-

меняются приближенные аналитические (на-

пример, метод гармонической линеаризации и 

фазовых траекторий) или численные методы [1]. 

Приближенные методы не обеспечивают задан-

ную точность, годятся для систем невысоких 

порядков и, как правило, описывают частные 

свойства нелинейных систем. Так, метод гармо-

нической линеаризации позволяет определить 

амплитуду и частоту возможных в системе ав-

токолебаний. Реальное нелинейное звено при 

этом заменяется на эквивалентное линейное, 

коэффициент усиления которого  
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уменьшается с ростом амплитуды автоколеба-

ний. Фактически это означает замену постоян-

ной силы трения эквивалентным вязким сопро-

тивлением так, чтобы рассеянная за цикл энер-

гия была одинакова в обоих случаях. 

Безусловно, аналитические методы являют-

ся самым радикальным средством исследова-

ния. Все методы анализа и синтеза линейных 

систем основаны на символьном решении. На 

предварительных этапах проектирования, на 

этапе предконструкторского анализа стараются 

пренебречь малыми параметрами и понизить 

порядок дифференциального уравнения. Если 

это не влияет на устойчивость, то такая система 

является грубой (робастной) согласно [2]. Для 

частотных, и особенно корневых методов, наи-

более приемлемым считается вариант, когда 

система получается не выше третьего порядка. 

Основным и важным достоинством анали-

тических методов является получение решения 

в общем виде, так что из полного решения вы-

текают различные частные случаи, и на основе 

найденного результата удобно выполнять ана-

лиз влияния различных факторов на характер 

решения задачи. 

НЕЛИНЕЙНАЯ 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Наличие нелинейных элементов в системе 

значительно затрудняет ее исследование. В тех 

случаях, когда ее поведение описывается нели-

нейным дифференциальным уравнением высо-

кого порядка, анализ значительно усложняется. 

При такой постановке вопроса наиболее опти-

мальным вариантом исследования являются ме-

тоды, основанные на фундаментальных уравне-

ниях сохранения, с учетом существенных нели-

нейностей, что способствует значительному по-

вышению адекватности моделей. 

Дифференциальное уравнение, в котором 

пренебрегли малым параметром, обращается в 

алгебраическое так, что система обычно описы-

вается совокупностью дифференциальных и ал-

гебраических уравнений. К ним могут добав-

ляться алгебраические выражения или уравне-

ния, обусловленные различными причинами, 

например, изменением поведения (системы с 

гибридным поведением) или разного рода фе-

номенологические выражения [3]. Если для рас-

сматриваемой задачи составляется индивиду-

альная программа методом конечных разностей, 

то это не является препятствием, так как в дан-

ном случае все дифференциальные уравнения 

превращаются в алгебраические. Совсем другая 

ситуация получается при использовании стан-

дартного математического обеспечения. Здесь 

системы алгебраических и дифференциальных 

уравнений решаются разными решателями, что 

приводит к необходимости исключения алгеб-

раических выражений путем включения их в 

состав дифференциальных уравнений. Послед-

няя операция является нестандартной и, как 

правило, приводит к необходимости громоздких 

преобразований. 

В расчетной практике наибольшее распро-

странение получили очень удобные линейные 

модели с одной степенью свободы, однако такая 

идеализация не всегда допустима; очень часто 

ситуация требует адекватного описания. Прак-

тически это приводит к увеличению числа диф-

ференциальных уравнений, к их нелинейности 

и, следовательно, к существенному усложнению 

модели. 

Рассмотрим вынужденные колебания с од-

ной степенью свободы, но с учетом трения 

скольжения. Автоколебательная система – уст-

ройство, способное генерировать колебания на 

основе преобразования постоянного движения в 

колебательное. Такая система характеризуется 

наличием источника энергии, колебательного 

контура, клапана, пропускающего энергию от 

источника к колебательному контуру периоди-

ческими порциями, и обратной связи со сторо-

ны колебательного контура, управляющего ра-

ботой клапана (рис. 1). 

Устойчивый режим автоколебаний опреде-

ляется энергетическим балансом, то есть равен-

ством энергии, подводимой от источника к ко-

лебательному контуру, и энергии, теряемой 

контуром. При этом различают два случая: если 

автоколебания происходят с заданной частотой, 

то условие энергетического баланса определяет 

установившуюся амплитуду автоколебаний; ес-

ли же автоколебания происходят с заданной ам-

плитудой, то условие баланса определяет часто-

ту автоколебаний [2]. 

Различают мягкое и жесткое самовозбужде-

ние. В первом случае система самостоятельно 

раскачивается из положения покоя. Во втором 

для возбуждения системы требуется конечной 

величины начальный толчок. 

Рис. 1. Схема автоколебательной системы 
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Мягкое и жесткое самовозбуждение связаны 

со свойством устойчивости. Мягким самовоз-

буждением обладает система, динамически не 

устойчивая в положении покоя. Жестким само-

возбуждением – система, устойчивая в положе-

нии покоя. 

Для того чтобы автоколебания были воз-

можны, необходимо, чтобы в колебательную 

систему периодически вкладывалась энергия. 

Это означает, что переменная (периодическая) 

сила, возникающая в результате действия об-

ратной связи и клапана, должна совершать за 

каждый цикл определенную работу. Но это не-

возможно, если сила есть однозначная функция 

положения системы. Для того чтобы работа 

могла быть совершена, необходимо, по мень-

шей мере, двухзначная зависимость силы от 

смещения. 

Требуемая двузначность может быть двоя-

кого рода – статическая и динамическая. Стати-

ческая двузначность обнаруживается в статиче-

ских характеристиках зависимость силы от 

смещения, то есть при сколь угодно медленных 

изменениях этих величин. Динамическая дву-

значность, наоборот, проявляется лишь в коле-

бательном режиме и зависит от наличия в урав-

нениях системы членов с производными по 

времени. 

Как статическая, так и динамическая дву-

значность могут трактоваться в колебательном 

режиме. С точки зрения фазового сдвига между 

основными гармониками силы и смещения (для 

силы и скорости или давления и расхода) работа 

совершается, если внешняя сила совпадает по 

фазе со скоростью или, что то же самое, если 

она опережает смещение по фазе на 90° (а мо-

жет быть меньше или равно этому значению). 

При синусоидальном движении высшие 

гармоники силы работу не совершают и могут 

не приниматься во внимание. 

Для исследования энергетических соотно-

шений полезно построение диаграмм работы, 

представляющих собой графики в координатах 

сила–перемещение (или напряжение–заряд, или 

давление–объем) (рис. 2). При установившемся 

периодическом движении диаграмма работы 

Рис. 2. Схема приложения силы с получением максимального момента 
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представляет собой замкнутый контур. Пло-

щадь, охватываемая этим контуром, дает вели-

чину, совершаемой за цикл работы. Работа по-

ложительна (А > 0) или отрицательна (А < 0), то 

есть энергия вкладывается в систему или отби-

рается от нее в зависимости от направления об-

хода диаграммы изображающей точкой. 

В ряде случаев полезным оказывается поня-

тие отрицательного сопротивления. Это понятие 

связано с фазовыми отношениями. В обыкно-

венном (положительном) сопротивлении на-

пряжение и ток или сила и скорость (давление и 

расход) совпадают по фазе. Такое сопротивле-

ние является потребителем энергии. Если же на 

каком-то элементе колебательного контура об-

наруживается, что напряжение и ток противо-

положны по фазе, то такой элемент может яв-

ляться источником колебательной энергии и 

обозначается как отрицательное сопротивление. 

Если какой либо элемент обладает падаю-

щей характеристикой зависимости силы от ско-

рости, то это значит, что его сопротивление, оп-

ределяемое как отношение приращения напря-

жения к приращению тока, отрицательно. Па-

дающая характеристика и отрицательное 

сопротивление – понятия, выражающее одно и 

то же свойство системы. 

Понятие отрицательного сопротивления 

имеет смысл только применительно к колеба-

тельным режимам. 

Падающая характеристика зависимости лю-

бых двух колебательных величин означает, что 

эти величины лежат в противофазе (если их из-

менение лежит в пределах падающего участка). 

При исследовании сложных автоколеба-

тельных систем и для выяснения роли тех или 

иных звеньев этих систем полезен анализ фаз. 

Под этим понимается рассмотрение фазовых 

соотношений в замкнутой цепи колебательной 

системы и обратной связи, основанное на том, 

что результирующий фазовый сдвиг после об-

хода этой замкнутой цепи равен нулю. 

Автоколебательные системы делятся на 

почти гармонические и релаксационные. Для 

первых характерна почти синусоидальная фор-

ма автоколебаний, для вторых – резко несину-

соидальная и иногда почти разрывная. Имеется 

существенное различие в колебательных систе-

мах: в почти гармонических системах имеется 

колебательный комплекс из двух элементов 

(например, индуктивность и емкость или пру-

жина и масса), то запасающий энергию, то от-

дающий ее. В соответствии с этим в релаксаци-

онной системе действие клапана характеризует-

ся перепадом между двумя значениями энергии 

накопителя, при одном из которых клапан от-

крыт, а при другом закрыт [2]. 

Для релаксационных систем этого типа ха-

рактерно также, что они работают в режиме за-

данной амплитуды, не зависящей от нагрузки, 

но определяемой величиной вышеупомянутого 

перепада. 

Наличие на характеристике клапана падаю-

щего участка может привести к плавному пере-

ходу от релаксационных колебаний к почти 

гармоническим, при соответствующем постоян-

ном изменении колебательной системы или ре-

жима. 

На практике при реализации систем, рабо-

тающих в режиме автоколебаний, приходится 

решать две основные задачи: как получить и 

сохранить на уровне колебания требуемой час-

тоты, мощности и формы, если они нужны, или 

как их устранить, если они не нужны. 

Особенностью силы трения скольжения яв-

ляется зависимость ее от относительных скоро-

стей тел, между которыми она действует. Ха-

рактер зависимости силы трения скольжения от 

скорости относительного движения бывает раз-

личными для разных видов трения. Вязкое или 

жидкостное трение – пропорционально скоро-

сти и при ее отсутствии равно нулю; характер-

ной особенностью сухого трения является нали-

чие трения покоя, что приводит к существенно 

нелинейной математической модели, например, 

вида: )(sign vFF cc  . 

Обычно считается, что вязкое трение оказы-

вает значительное демпфирующее действие, а 

сухое трение, в зависимости от характера связи 

трения и скорости, может оказывать как стаби-

лизирующее, так и дестабилизирующее дейст-

вие. Несмотря на многолетнюю историю иссле-

дования трения скольжения (в 1500 г. Леонардо 

да Винчи поставил знаменитые пять вопросов о 

зависимости силы трения от различных факто-

ров) общие исчерпывающие характеристики, в 

особенности по сухому трению, отсутствуют. 

До сих пор открываются новые факты, связан-

ные с сухим трением. 

ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

ПОДПРУЖИНИНОЙ МАССЫ 

В УСЛОВИЯХ СУХОГО ТРЕНИЯ 

Один из подходов к анализу автоколеба-

тельных систем является рассмотрение подоб-

ных систем с энергетической точки зрения. При 

данном подходе, прежде всего, рассматривается 

энергетический баланс явления. Знание энерге-

тического баланса не определяет специфиче-

ских черт данного частного явления, но энерге-
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тическое рассмотрение целой группы родствен-

ных явлений позволяет установить наиболее 

общие черты, их объединяющие. 

С энергетической точки зрения действие ав-

токолебательной системы может быть описано 

следующим образом. Пусть колебания уже про-

исходят. Энергия этих колебаний должна была 

бы убывать вследствие неизбежных потерь (или 

вследствие передачи колебательной энергии 

потребителю). Но убыль энергии пополняется за 

счет источника, от которого известная порция 

энергии за каждый период (или вообще перио-

дически) пропускается клапаном в колебатель-

ную систему. Совершенно ясно, что установив-

шиеся (т. е. незатухающие и не возрастающие 

по амплитуде) колебания возможны в том един-

ственном случае, когда поступление энергии от 

источника за период (или в единицу времени) в 

точности равно потере энергии за то же время. 

Это условие баланса энергии и есть условие су-

ществования незатухающих колебаний. Также 

ясно, что если баланс будет нарушен в том 

смысле, что пополнение потерь будет недоста-

точным, то колебания будут затухать. Если же, 

наоборот, энергия будет поступать от источника 

в избытке, то колебания будут нарастать [4]. 

Масса движется под действием приложен-

ной возмущающей силы, ей противодействует 

сила «сухого» трения. В положении равновесия 

систему поддерживают две пружины (рис. 3). 

Возмущающая сила представляет собой двига-

тель, на валу которого закреплен эксцентрик. 

Схему, приведенную на рис. 3 , при опреде-

ленных допущениях можно описать следующим 

дифференциальным уравнением второго поряд-

ка: 
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где m – масса с 1/3 массы пружин; у – переме-
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– ускорение массы; A∙sin(ω∙t) – гармо-

ническая движущая сила; А – амплитуда выну-

ждающей гармонической силы; Fc – сила сухого 

трения массы о поверхность; sign(v) – функция 

знака; kv – сила вязкого трения; c – суммарная 

жесткость пружин. 

Вводя в уравнение (1) масштабы преобразо-

вания для времени 
c

m
T  и перемещения 

c

A
L  , получим весьма простую безразмерную 

форму уравнения: 
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где 
A

y
y  – безразмерное перемещение;

T




– безразмерная частота;
T

t
t  – безразмерное

время; 
A

Fc
c  – относительное трение.

Проводилась серия интегрирований для по-

строения АФЧХ исследуемой системы. Ниже 

представлена структура MathCAD-document. 

Изменяемые величины: 

3,0  – безразмерная частота колебаний; 

3,0c  – коэффициент сухого трения.

Исходные данные: 

1,0v  – коэффициент вязкого трения.

Начальные данные: 
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Якобиан системы уравнений математиче-

ской модели: 
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Число шагов для решения системы уравне-

ний n:=0 .. 10000. 

Вызов решателя: z:=stiffb(y,0,400,1000,D,J). 

Далее приведены результаты по обоим ме-

тодам численного моделирования (рис. 4–7). 

Как видно из рис. 4 , колебания груза имеют 

некоторые особенности: в отличие от возму-

щающей силы колебания массы периодические, 

Рис. 3. Принципиальная схема системы 

«масса с пружинами» 
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но не гармонические, и при этом имеют запаз-

дывание по фазе, что более заметно на рис. 5. 

Вид такой характеристики обусловлен наличием 

сухого трения. 

При увеличении частоты колебаний без из-

менения величины силы трения амплитуда ко-

лебаний уменьшается, то есть стремится к нулю 

(рис. 6). В районе частоты собственных колеба-

ний 1  наблюдается резонансный пик, а при 

уменьшении частоты колебаний от 1 к нулю 

идет уменьшение амплитуды от резонансного 

пика к вырождению зависимости в прямую, при 

частоте равной нулю, хотя этот процесс проте-

кает более резко, чем в случае увеличения час-

тоты колебаний. 

При увеличении силы трения амплитуда ко-

лебаний уменьшается и при достижении случая 

1c  практически вырождается в прямую. При 

0c  вид кривой практически совпадает с вы-

нуждающими колебаниями, несовпадение обу-

славливается наличием сил вязкого трения 

в системе (рис. 7). 

Влияние относительного трения на характер 

вынужденного движения можно наблюдать по 

осциллограммам на рис. 8. 

Вынужденное движение тела является также 

периодическим и при малых значениях трения 

(ξс < 0,2) – почти гармоническое; при увеличе-

нии трения появляются нелинейные искажения 

и сдвиг фазы колебаний по отношению к нало-

женным, величина запаздывания по фазе увели-

чивается (рис. 8). 

Для количественной оценки этого явления 

по результатам серии численных экспериментов 

построена условная (эффективная) амплитудно-

Рис. 8. Влияние интенсивности сухого 

трения на вынужденное движение 

колебательного устройства 

Рис. 7. Влияния относительной силы трения 

на вид переходного процесса 

Рис. 6. Влияние относительной частоты 

на вид переходного процесса 

Рис. 5. Увеличение участка графика 

перемещения массы для рассмотрения 

запаздывания фазы 

Рис. 4. Перемещения массы с возмущающим 

гармоническим сигналом 
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фазовая характеристика (рис. 10–12). Методика 

построения характеристик поясняется на рис. 9. 

Модуль эквивалентной характеристики рас-

считывался как отношение полуразмахов выну-

жденных колебаний и амплитуды наложенных 

колебаний, т. е. 
my

y
y max , а фаза – t . 

Амплитудная характеристика, в общем, по-

хожа на характеристику обычного линейного 

колебательного звена с вязким трением 

(рис. 11), так как наблюдается резонансный пик 

характеристики в районе частоты собственных 

колебаний, как и при вязком трении [2]. Данное 

исследование показывает, что предположение о 

возможной замене характеристики сухого тре-

ния эквивалентной характеристикой вязкого 

трения, в моделях, полученных в результате 

гармонической линеаризации, качественно под-

тверждается. 

Фазовая характеристика значительно отли-

чается в диапазоне исследуемых величин 

(рис. 12). При малых значениях относительного 

трения (ξс<0,5) фаза с ростом частоты увеличи-

вается от 0 до 3,5, а при большом трении 

(ξс>0,8) слабо растет от 1 до 2,5. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Не принижая значения определения автоко-

лебательных режимов, отметим, что имеются и 

другие проблемы, связанные с трением. Так, в 

гидромеханике существует обычная дилемма: 

доля уменьшения утечек и перетечек. Для этого 

необходимо увеличивать мощность уплотнений, 

но при этом увеличивается трение. Обычно тре-

буется ответить на такие вопросы как: если тре-

ние увеличится на 1 %, то так и насколько из-

менятся статические и динамические характе-

ристики? Какие трущиеся пары следует исполь-

зовать в данной ситуации? Как изменится 

точность? и т. п. В такой постановке вопросов 

единственно реальной альтернативой остаются 

численные методы. 

Рис. 12. Фаза условной АФЧХ 

Рис. 11. Модуль АФЧХ линейной системы 

Рис. 9. К методике построения 

эквивалентной характеристики 

Рис. 10. Модуль условной АФЧХ 
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