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Аннотация. Существующие методы расчета электроэнергетической системы, содержащей трансфор-
маторы и автотрансформаторы, не имеют обобщенного характера, что затрудняет создание строгого 
регулярного метода построения Y-матрицы узловых проводимостей электроэнергетической системы. 
Предложен метод построения и коррекции квадратной неособенной матрицы Y обобщенных пара-
метров электроэнергетической системы, в отдельных участках которой функционируют трансформа-
торы с комплексными коэффициентами трансформации. Использование предложенного метода по-
зволяет для любой, содержащей трансформаторы, электрической схемы перейти к расчетной элек-
трической схеме замещения без трансформаторной связи и на основании существующей теории 
электрических цепей выполнить ее последующий анализ. 
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Современная электроэнергетическая систе-

ма (ЭЭС) включает в себя множество участков 

электрических сетей с различными номиналь-

ными напряжениями. Эти участки связаны меж-

ду собой повышающими или понижающими 

трансформаторами и автотрансформаторами, 

которые характеризуются в общем случае ком-

плексными коэффициентами трансформации. 

Поэтому при построении математических моде-

лей для расчета и анализа установившихся, оп-

тимальных и других режимов работы ЭЭС, не-

обходимо учитывать комплексные коэффициен-

ты трансформации трансформаторов. 

Актуальность исследований в этой области 

подтверждается достаточно большим количест-

вом публикаций [1–23], в которых говорится о 

необходимости учета комплексных коэффици-

ентов трансформации трансформаторов. Однако 

предложенные в них математические модели не 

могут носить обобщенный характер. Так, в ра-

ботах [1–3, 7, 8] при выполнении анализа ЭЭС 

практически не рассматривается представление 

схемами замещения электрической схемы ЭЭС 

при наличии трансформаторной связи вообще и 

ветви с трансформаторами в частности.  

В работах [9, 10, 12, 13, 15–17, 21, 23] пока-

зано, что анализ установившихся режимов ЭЭС 

может быть выполнен на основе математиче-

ской модели с применением Y пассивных пара-

метров. Но при построении Y матрицы узловых 

проводимостей не описано влияние комплекс-

ных коэффициентов трансформации на измене-

ние величины проводимости, при наличии 

трансформаторов в отдельных ветвях ЭЭС. 

Один из путей создания обобщенной мате-

матической модели ЭЭС при наличии транс-

форматоров заключается в решении задачи по-

строения такой расчетной электрической схемы 

замещения, которая позволяет освободиться от 

трансформаторной связи и при дальнейшем 

анализе рассматривать ее как обыкновенную 

электрическую схему, относительно которой 

можно приложить известную теорию электри-

ческих цепей [18]. Отметим, что исходным при 

этом является построение Y матрицы узловых 

проводимостей, поскольку при ее известности 

можно построить как Z, так и Y-Z матрицы. 
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Впервые решение поставленной задачи, было 

предложено в работах [4, 5], в которых ветвь 

с трансформатором представлялась в виде 

(рис. 1). 

 

 
 

Рис. 1. Ветвь с трансформатором 

Из рис. 1 видно, что схема состоит из двух 

последовательно соединенных участков: уча-

стка i-m, который характеризуется идеальным 

трансформатором, и участка m-j, который ха-

рактеризуется проводимостью трансформато-

ра Y. 

При передаче через идеальный трансформа-

тор: а) мощности передаются без потерь; б) на-

пряжение трансформируется, т. е. повышается 

или понижается; в) ток трансформируется в об-

ратном соотношении. 

Заданная ветвь (см. рис. 1), заменяется П-

образной схемой замещения, которая изобража-

ет эквивалентную ветвь, заменяющую ветвь с 

трансформатором. При этом собственные и вза-

имные проводимости определяются известным 

способом [18], строятся в каждом случае для 

конкретных схем и не носят универсальный ха-

рактер. 

В работах [19, 20] предлагаются обобщен-

ные методы построения Y матриц узловых про-

водимостей с учетом комплексных коэффици-

ентов трансформации трансформаторов. Однако 

некоторые выражения характеризуются нестро-

гостью, в силу чего методы не могут быть регу-

лярными для решения поставленной задачи. 

 

В отличие от ранее известных публикаций, в 

настоящей работе предлагается строгий и регу-

лярный метод построения Y-матрицы узловых 

проводимостей, когда в определенных участках 

исследуемой ЭЭС функционируют трансформа-

торы с комплексными коэффициентами транс-

формации. 

Ввиду сложности рассматриваемой задачи, 

необходимые выводы и преобразования осуще-

ствляются относительно исследуемой схемы 

замещения заданной ЭЭС. В силу этого можно 

сказать, что данная статья носит характер «от 

наглядного к сложному», что позволяет полно-

стью освоить предложенный метод построения 

Y-матрицы обобщенных параметров, когда в 

определенных участках сети функционируют 

трансформаторы с комплексными коэффициен-

тами трансформации. 

Рассмотрим электрическую схему замеще-

ния одной ЭЭС, состоящей из семи узлов и де-

сяти ветвей (рис. 2). Видно, что в ветвях 5, 6, 7 

функционируют трансформаторы. Принимаем, 

что они характеризуются с комплексными ко-

эффициентами трансформации. Представим ка-

ждый участок, содержащий трансформатор, как 

идеальный трансформатор, последовательно 

соединенный с внутренним сопротивлениями. 

В этом приближении сопротивления 5TZ , 6TZ , 

7TZ  приведены соответственно к узлам 1, 5, и 3, 

которые являются началами ветвей, содержа-

щих трансформаторы. 

Перед началом анализа выберем направле-

ния токов 91 II   , текущих в ветвях схемы, как 

показано на рис. 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Рис. 2. Электрическая схема замещения ЭЭС 
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Рис. 3. Расчетная электрическая схема замещения ЭЭС 

 

Принимаем, что токи в идеальных транс-

форматорах трансформируются в обратном со-

отношении, т. е.  

55)вых(55)вх(5
ˆ

TKIIII   ,  (1) 

66)вых(66)вх(6
ˆ

TKIIII   ,  (2) 

77)вых(77)вх(7
ˆ

TKIIII   ,  (3) 

где )вх(5I
 , )вх(6I , )вх(7I  – токи в ветвях 5, 6, 7 со-

ответственно до трансформации; )вых(5I
 , )вых(6I

 , 

)вых(7I
  – токи в ветвях 5, 6, 7 соответственно по-

сле трансформации; 5
ˆ

TK , 6
ˆ

TK , 7
ˆ

TK  – сопря-

женный комплексный коэффициент трансфор-

мации. 

С учетом зависимостей (1)–(3) и сделанных 

допущений в ветвях, содержащих трансформа-

торы, электрическая схема замещения принима-

ет следующий вид (рис. 3).  
Схема является расчетной для построения 

матрицы узловых комплексных проводимостей 

для случая, когда в отдельных участках задан-

ной исходной схемы функционируют транс-

форматоры с комплексными коэффициентами 

трансформации. Запишем для расчетной схемы 

(см. рис. 3) балансовые уравнения комплексных 

токов для узлов 0–6: 
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где 60    – узловой ток узлов 0–6 соответст-

венно. 

Представим полученную систему уравнений 

(4) в матричной форме (5). 
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Упростим выражение (5). Для этого введем 

обозначение ПM̂  – прямоугольная матрица ко-

эффициентов, которая изображает полную мат-

рицу соединений: 
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Обозначим матрицу левой части уравнения 

(5) в виде 

TT
B IIIIIIIIIII 10987654321 ,,,,,,,,,   ,   (7) 

где Т – знак транспонирования. 

Выражение (7) представляет собой совокуп-

ность комплексных токов ветвей. Аналогичным 

образом представим правую матрицу выраже-

ния (5) в виде 

T
T

B 6543210 ,,,,,,   .   (8) 

Выражение (8) изображает совокупность за-

дающих комплексных токов узлов. С учетом 

сделанных упрощений (6)–(8) запишем уравне-

ние (5) в векторно-матричной форме: 

 
ВП

ˆ IM ,   (9) 

где BI
 
– столбцевая матрица комплексных то-

ков. 

Уравнение (9) представляет собой первый 

закон Кирхгофа для случая, когда в отдельных 

участках исследуемой электрической сети 

функционируют трансформаторы с комплекс-

ными коэффициентами трансформации. 

На основании полученной структуры пол-

ной матрицы соединений ПM̂  можно рекомен-

довать следующую модель ее формирования: 
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Рассмотрим схему замещения (см. рис. 3). 

Установим связь между узловыми напряжения-

ми и напряжениями на ветвях, для этого выде-

лим из схемы замещения, ветви содержащие 

трансформаторы (рис. 4). Из рис. 4, видно, что 

напряжение между узлами ветвей, содержащих 

трансформаторы с комплексными коэффициен-

тами трансформации, 5bU , 6bU , 7bU  можно оп-

ределить как 

6515 UKUU Tb
  ,  (11) 

2656 UKUU Tb
  ,  (12) 

4737 UKUU Tb
  ,  (13) 

где 1U – 6U  – комплексные узловые напряжения 

для узлов 1–6 соответственно.  

 

Рис. 4. Напряжения на ветвях 5, 6, 7 

с комплексными коэффициентами 

трансформации трансформаторов 

Выражения (11)–(13) устанавливают связь 

между комплексными напряжениями на узлах 

ветвей, используя комплексные коэффициенты 

трансформации трансформаторов. По аналогии 

запишем уравнения связи между узловыми на-

пряжениями и напряжениями на ветвях для всех 

ветвей рис. 3: 
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Перепишем уравнения (14) в матричной 

форме 
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Сравнение матрицы (15) с полной матрицей 

соединений ÏM̂  (6) показывает, что она являет-

ся транспонированной и комплексно-

сопряженной. 
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Таким образом, 
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В векторно-матричной форме матричное 

уравнение (17) примет вид 

B
Т UUM  П ,                           (18) 

где U  – столбцевая матрица узловых ком-

плексных напряжений схемы замещения, вклю-

чая и комплексное напряжение базисного узла; 

BU  – столбцевая матрица напряжений на вет-

вях. По аналогии с (10) удобно использовать 

следующую модель формирования 
Т

ПM  матри-

цы: 















.  ,0

,  ,

,  ,1

узлами соединена не ветвь

узел в енаправлени

узла от енаправлени

П Т
T KM         (19) 

Запишем столбцевую матрицу напряжений 

на ветвях в векторно-матричной форме  

BBB UIZ   ,   (21) 

где BZ  – диагональная матрица комплексных 

сопротивлений ветвей. 
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(20) 

Сравнение векторно-матричных уравнений 

(18)–(21) показывает, что  

UMIZ Т
BB


П .   (22) 

Из выражения (22) определим 

UMZI Т
BB


П

1 ,   (23) 

или 

UMYI Т
BB


П ,   (24) 

где BY  – диагональная матрица комплексных 

проводимостей ветвей. 

Если (24) подставить в (9), получим  

  UMYM Ò

ÏBÏ
ˆ  .  (25) 

Введем обозначение 

ПП
ˆ MYMY B

 .                 (26) 

Выражение (26) является особенной матри-

цей узловых комплексных проводимостей или 

матрицей обобщенных Y пассивных параметров 

при учете комплексных коэффициентов транс-

формации трансформаторов. Тогда матричное 

уравнение (25) примет вид 
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 UY .                             (27) 

Матричное уравнение (27) изображает мат-

ричную форму записи уравнения узловых на-

пряжений. Продолжая решение поставленной 

задачи по построению Y матрицы обобщенных 

параметров, с учетом комплексных коэффици-

ентов трансформации трансформаторов можем 

написать (29). В результате получаем особен-

ную квадратную матрицу узловых комплексных 

проводимостей с учетом комплексных коэффи-

циентов трансформации трансформаторов (30). 

Видно, что матрица (30) является несиммет-

ричной относительно главной диагонали. Упро-

стим выражение (30), для этого исключим стро-

ку и столбец, соответствующие базисному узлу 

(с индексом ноль), в результате получим неосо-

бенную квадратную матрицу узловых ком-

плексных проводимостей при наличии ком-

плексных коэффициентов трансформации 

трансформаторов, что является исходным для 

построения матриц других пассивных обобщен-

ных параметров (31). 
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Предположим, что в общем случае рассмат-

риваемая ЭЭС состоит из 1M  узлов и N  вет-

вей. Тогда матрицы соединений ÏM̂ и 
Т

ПM , оп-

ределяемые из выражений (6) и (16) соответст-

венно, будут иметь порядок NМ  )1(  и 

)1(  MN . А матрицы (7) и (8) будут иметь 

порядок 1N  и 1)1( M  соответственно. 

В этом случае особенная матрица узловых про-

водимостей (30) будет иметь порядок 

)1()1(  MM , а соответствующая ей неосо-

бенная матрица (31) – порядок )( MM . В рас-

сматриваемом примере 71M , поэтому по-

рядок матрицы узловых проводимостей (31) ра-

вен шести. 

Анализ матриц соединений (6) и (16) пока-

зывает, что ветви 5, 6, 7 с параметрами 5TZ , 

5TK , 6TZ , 
6TK , 7TZ  соответственно 

(см. рис. 4), в результирующей особенной мат-

рице узловых комплексных проводимостей (30) 

формируются произведением столбцевых и 

строчных матриц (32)–(34).  

Нетрудно заметить, что полученные матри-

цы (32)–(34) фигурируют в матрице узловых 

проводимостей (30). 
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Рис. 5. Расчетная электрическая схема замещения после отключения ветви 6 
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Если из схемы, приведенной на рис. 3, от-

ключить ветвь 6 с комплексными параметрами 

6TZ , 
6TK , то она примет вид (рис. 5). Матрица 

Y пассивных параметров для схемы замещения, 

приведенной на рис. 5, примет вид (35). 

Видно, что после подключения ветви 6, что 

сводится к суммированию элементов матриц 

(35) и (33), получим исходную матрицу узловых 

проводимостей (30). 

На основании вышеприведенных рассужде-

ний можно предложить соответствующее выра-

жение для коррекции узловых проводимостей 

схемы замещения ЭЭС любой сложности и 

структуры. Предположим, что содержащая 

трансформатор ветвь с параметрами TK  и TZ  

имеет индекс t , тогда дополнительная коррек-

тирующая матрица примет вид 

ttt mYmY ˆ1  .  (36) 

В результате получим следующие матрич-

ные выражения для построения и коррекции Y 

матрицы узловых проводимостей: 

ttt
Т
ПBП mYmMYMY  ˆˆ                    (37) 

или 

YYY СТНОВ  ,                      (38) 

где НОВY  – скорректированная новая матрица 

узловых проводимостей, СТY  – существующая 

матрица узловых проводимостей; Y – допол-

нительная корректирующая матрица. Отметим, 

что при знаке «плюс», ветвь с параметрами TZ , 

TK  подключается, а при знаке «минус» – от-

ключается. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен регулярный метод построения Y-

матрицы узловых проводимостей с учетом ком-

плексных коэффициентов трансформации тран-

сформаторов. 

Предложен метод коррекции Y-матрицы уз-

ловых проводимостей при отключении или под-

ключении ветвей с комплексными коэффициен-

тами трансформации трансформаторов. 
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Показано, что для правильного решения по-

ставленной задачи необходимо построить рас-

четную электрическую схему замещения рас-

сматриваемой ЭЭС. 
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