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Аннотация. Рассматриваются различия в реакциях механической колебательной системы при силовом 
и кинематическом гармонических воздействиях. Особенность подхода заключается в том, что в струк-
туре системы имеется дополнительная связь в виде механизма, работающего в параллельном соеди-
нении с упругим элементом. Предлагается метод построения математических моделей структурного 
типа, основанный на преобразованиях Лапласа. Структурная модель исходной математической систе-
мы представлена структурной схемой эквивалентной в динамическом отношении системы автомати-
ческого управления. Показаны возможности оценки особенностей динамических свойств систем, фор-
мируемых различными возмущениями через передаточные функции. Предложены аналитические со-
отношения параметров системы, позволяющие рассмотрение трех режимов динамических взаимодей-
ствий при кинематических возмущениях. Получены условия совпадения или эквивалентного действия 
силовых и кинематических воздействий. Приведены результаты численного моделирования зависимо-
стей настроечных параметров от геометрических характеристик механизма.  

Ключевые слова: виброзащитные системы; структурные модели; передаточные функции; механизмы; 
устройства для преобразования движения. 

ВВЕДЕНИЕ 

Вопросам оценки возможностей изменения 

динамических свойств механических колеба-

тельных систем при введении дополнительных 

связей уделяется достаточно большое внимание, 

что нашло отражение в ряде работ [1–3]. Вво-

димые дополнительные связи, как показали ис-

следования, могут иметь различные конструк-

тивно-технические формы, в частности, опреде-

ленный интерес представляют устройства для 

преобразования движения, интерпретируемые в 

рамках структурной теории виброзащитных 

систем как типовые элементы с передаточной 

функцией дифференцирующего звена второго 

порядка [4]. В ряде публикаций отмечены осо-

бенности учета конструктивно-технических 

форм, характерных для устройств, реализуемых 

шарнирно-рычажными механизмами [5–7]. В 

меньшей степени рассматривались специфич-

ные отличия в динамических взаимодействиях 

элементов колебательной системы при разных 

видах внешних воздействий, что имеет сущест-

венное значение в таких ситуациях, когда объ-

ект защиты связан с вибрирующей опорной по-

верхностью через механическую цепь, состоя-

щую из твердых тел, соединенных простейши-

ми кинематическими парами. 

В предлагаемой статье развиваются методо-

логические основы подхода к построению ма-

тематических моделей виброзащитных систем, в 

составе которых кроме обычных упругих эле-

ментов имеются шарнирно-рычажные механиз-

мы, связывающие объекты защиты с вибри-

рующей опорной поверхностью. 

1. ОБЩИЕ ПОЛОЖЕНИЯ. ПОСТАНОВКА

ЗАДАЧИ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Рассматриваются малые колебания объекта 

защиты массой М относительно положения ста-

тического равновесия. Система обладает линей-

ными свойствами. На рис.1 показаны углы α и β 

наклона стержней (или рычагов с длинами l1 и 

l2) относительно вертикали. 

Объект M совершает вертикальные колеба-

ния: силы сопротивления считаются исчезающе 

малыми; упругий элемент обладает жесткостью 

k; звенья механизма считаются невесомыми же-
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сткими стержнями с длинами звеньев l1 и l2. 

Массоинерционные свойства механизма учиты-

ваются массоинерционным элементом m 

в сочленении, определяемом точкой A. Рассмат-

риваются два вида гармонических воздействий: 

гармоническое силовое – Q, которое приклады-

вается непосредственно к объекту массой M, а 

также гармоническое кинематическое возмуще-

ние z(t) – как колебания опорной поверхности.  
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Рис. 1. Расчетная (а) и кинематическая (б) 

схемы виброзащитной системы с рычажно-

шарнирным механизмом 

Различия двух видов возмущения (рис. 1, а) 

заключается в том, что в системе формируются 

не совпадающие между собой формы передачи 

возмущения. Поскольку по определению исход-

ная система считается линейной, то совместное 

действие двух внешних воздействий может 

быть рассмотрено на основе метода суперпози-

ции. Движение объекта описывается координа-

той у в неподвижной системе отсчета; у0 и х0 – 

оси вспомогательной системы координат. 

В точке О (рис. 1, б) расположен мгновенный 

центр скоростей. 

Схема на рис. 1, б отражает особенности ки-

нематических соотношений в движениях эле-

ментов системы при силовом возмущении         

Q≠ 0, что предполагает отсутствие кинематиче-

ского возмущения (z(t) = 0). Аналогичная си-

туация складывается для случая кинематическо-

го воздействия (в этом случае полагается, что        

Q = 0). 

Задача исследования заключается в изуче-

нии особенностей в технологии построения ма-

тематических моделей в рамках структурной 

теории виброзащитных систем, основанных на 

использовании математических моделей, ориен-

тированных на применение в задачах динамиче-

ского анализа и синтеза передаточных функций. 

2. ВНЕШНЕЕ ВОЗМУЩЕНИЕ 

В ВИДЕ СИЛОВОГО ВОЗМУЩЕНИЯ 

Рассматривается случай силового возмуще-

ния, когда Q ≠ 0, а z=0. В данном случае Q – 

гармоническая внешняя сила. Упругий элемент 

представляет собой пружину с жесткостью k. В 

точке А расположена масса динамического га-

сителя – m. На расчетной схеме (рис. 1, а) пока-

зано, что в точках А, А1, А2 – имеются враща-

тельные кинематические пары. Стержни l1 и l2 

считаются невесомыми. Подвижное соединение 

(в точке А) двух стержней с шарнирами враща-

тельного типа (V класс) образуют двухповодко-

вую группу Асура, а виброзащитная система, в 

целом, имеет одну степень свободы (движение 

описывается координатой у). 

Из рис. 1, б можно найти, что скорость точ-

киА определяется соотношением: 

2OA
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Примем, что A1A2 = l1 cos α+ l2 cos β, тогда 

A1A2 = A1O · cos α или
cos

21
1
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OA  . В свою  

очередь, AO = A1O – l1, откуда следует, что: 
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Таким образом, 
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где OA2 = A1A2 tg α. 
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Окончательно с учетом (1)–(3)получим для 

определения абсолютной скорости точки А (VA) 

при силовом возмущении Q (z = 0) следующее 

выражение: 
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Здесь 
1

2

l

l
i   можно назвать коэффициента-

ми формы рычажного механизма или переда-

точным отношением. Зная VA, можно найти ки-

нетическую энергию системы: 

2

2
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Потенциальная энергия системы принимает 

вид: 
2

2

1
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Примем ayVA 


, тогда можно ввести в 

рассмотрение коэффициент преобразования па-

раметров движения: 

                 




sincoscos

cos

i

i
a .             (7) 

Сделаем ряд вспомогательных выкладок и 

запишем уравнение движения объекта защиты 

при силовом возмущении: 

                   QkymaMy 


2
.               (8) 

Используя преобразования Лапласа для сис-

темы на рис. 1, а, построим несколько вариан-

тов структурных схем, которые отражают раз-

нообразие формы динамических взаимодейст-

вий в колебательной системе в зависимости от 

выбора форм динамических связей, как показа-

но на рис. 2, а–в. 

На рис. 2, а структурная схема отражает ди-

намические свойства введенного шарнирно-

рычажного механизма как обратную отрица-

тельную связь по абсолютному ускорению, что, 

в физическом смысле, может рассматриваться 

как присоединение к объекту M дополнитель-

ной приведенной массы величиной ma
2
. В этом 

случае коэффициентом a обеспечивается учет 

конфигурации исходной схемы механизма. Из 

структурной схемы на рис. 2, а связь, форми-

руемая упругим элементом k, также является 

отрицательной обратной цепью относительно 

объекта защиты, что отмечалось, в частности, в 

работах [1, 2, 4]. На рис. 2, б показана эквива-

лентная структурная схема, соответствующая 

системе по рис. 1, а, но с тем отличием, что 

масса объекта защиты будет изменена на вели-

чину приведенной массы механизма. В обоб-

щенном виде структурная схема для системы, 

имеющей «силовой вход», показана на рис. 2, в. 
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Рис. 2. Варианты структурных 

интерпретаций математической  

модели по уравнению (8):  

а – рычажный механизм как обратная 

отрицательная связь по абсолютному 

ускорению; б – рычажный механизм как 

присоединенная приведенная масса;  

в – структурная схема виброзащитной 

системы в обобщенном виде 

Введение рычажного механизма может из-

менять частоту собственных колебаний систе-

мы: 

2

2

maM

k
соб


 ,                      (9) 

что следует из возможности увеличения знаме-

нателя выражения (9). В этом случае в качестве 

настроечных параметров могут выступать пере-

даточное отношение рычажного механизма i и 

углы предварительного наклона стержней α и β, 

а также величина коэффициента преобразова-

ний a. Передаточная функция исходной систе-

мы, определяемая по структурной схеме на 

рис. 2, а, имеет вид: 
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Из анализа (9′) следует, что амплитудно-

частотная характеристика системы при гармо-

ническом силовом возмущении не отличается от 

соответствующих частотных характеристик 

обычных колебательных систем с одной степе-

нью свободы, включающий в свой состав толь-

ко упругие (пружины) и массоинерционные 

элементы (объект защиты). 

3. УЧЕТ ВИБРАЦИЙ ОПОРНОЙ

ПОВЕРХНОСТИ 

При кинематическом возмущении полагает-

ся, что z ≠ 0 (Q = 0), само возмущение является 

также гармоническим. То есть динамические 

свойства системы определяются через реакции 

системы на типовой сигнал (в данном случае 

гармонический) с последующей корректировкой 

представлений при учете других факторов. 

В данном случае схема взаимозависимости 

параметров движений элементов системы при-

мет вид, как показано на рис. 3. 
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Рис. 3. Принципиальная схема взаимосвязи 

движений при кинематическом возмущении 

В отличие от выше рассмотренного случая, 

скорость точки А будет иметь две составляю-

щие: AV  , определяемую движением объекта 


y , 

а также AV  , определяемую движением основа-

ния z(t). С учетом положения мгновенного цен-

тра скоростей O1получим, что: 
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где A1A2 = A2O1 cos β, A1O1 = A1A2 tg β,  
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В свою очередь, A1O1 = (l1· cos α + l2· cos β), 

откуда следует, что 
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Примем, что 

         1azVA 


.     (12) 

В данном случае коэффициент преобразова-

ния параметров движения a1 определится как 
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Найдем проекции скоростей 
AV   и 

AV   на 

вспомогательные оси координат у0 и х0: 
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Из (16) можно получить, что 
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(17) 
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где 

 .1tgtgcoscos

coscossinsin



b
      (18) 

Запишем выражения для кинетической и по-

тенциальной энергий: 

  .2
2

1

2

1

2

1

2

1

1

2

1

2

2

2

2

























































baayzazaym

yMVmyMT A

(19) 

В свою очередь, потенциальная энергия оп-

ределится как 

 2
2

1
П zyk  . (20) 

Примем, что bb 1 , т.е. 

  sinsincoscos1b , 

тогда уравнение движения объекта защиты при 

кинематическом возмущении можно записать: 

    kzbmaazkymaMy 


1

2
.    (21) 

Из (21), используя преобразования Лапласа, 

можно получить передаточную функцию: 

 
  kpmaM

kpbmaa

z

y
pW






22

2

1 .          (22) 

4. СРАВНИТЕЛЬНЫЙ АНАЛИЗ

ОСОБЕННОСТЕЙ РАЗЛИЧНЫХ ВИДОВ 

ВНЕШНЕГО ВОЗМУЩЕНИЯ 

Передаточная функция системы при кине-

матическом возмущении (22) имеет более слож-

ную структуру, чем передаточная функция той 

же системы при силовом возмущении выраже-

ния (9′). Хотя ряд параметров остается неизмен-

ным. В первую очередь, можно отметить, что 

частота собственных колебаний систем не из-

меняется. Вместе с тем, числители (9′) и (22) 

отличаются существенным образом. 

Отличие заключается в том, что числитель 

передаточной функции содержит составляю-

щую с p
2
, определяющую возможность появле-

ния дополнительных динамических эффектов. В 

оценке числителя (22) имеет значение знак и 

величина параметра b, определяемого выраже-

нием (18). Знак b может быть определен из ана-

лиза соотношения: 

    b1 = tgα tgβ – 1.        (23) 

Если принять b1 = 0, то из (18) в таком слу-

чае следует, что: 

        tgα tgβ= 1.        (24) 

Если между углами α и β зависимость так 

сохраняется, то параметр b будет равен нулю, и 

выражение (22) будет полностью совпадать с 

выражением (9′). Таким образом, при опреде-

ленном соотношении параметров кинематиче-

ское и силовое возмущения являются эквива-

лентными, что вполне согласуется с положе-

ниями структурной теории виброзащитных сис-

тем [2, 4]. Если b1 будет больше нуля, то в 

системе становится возможным появление ре-

жима динамического гашения колебаний. При 

этом частота динамического гашения колебаний 

определяется: 

bmaa

k

1

2

дин  .   (25) 

При этом в области высоких частот модуль 

передаточной функции (24) принимает вид: 

 
2

1

maM

bmaa
pW

p 




.  (26) 

Если b1< 0, то режим динамического гаше-

ния будет отсутствовать, а  при p→∞ останется 

тот же эффект, определяемый выражением (26). 

На рис. 4 показаны графики зависимости b  

от углов α и β. 

Из анализа графиков на рис. 4 следует, что 

параметр b принимает различные знаки. 

На рис. 5 приведено семейство амплитудно-

частотных характеристик, соответствующих 

различным значениям параметра b. 

Таким образом, в системе возможна реали-

зация трех видов амплитудно-частотной харак-

теристики. Если b1<0 имеет модуль при bпри 

b1>0, то кривые б и в на рис. 5 будут сходиться 

в области высоких частот к одному пределу. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Механизмы в структурах механических ко-

лебательных систем достаточно часто присутст-

вуют и в явном виде, когда устройство для реа-

лизации функций упругого или диссипативного 

звена представлено механизмом или в неявном 

виде, когда соотношения реализуются через ры-

чажные связи, которые отображаются на уровне 

элементов математических моделей систем. Та-

кие элементы в рамках структурной теории 

виброзащитных систем обычно имеют переда-

точные функции дифференцирующего звена 

второго порядка, образующие относительно 

объекта защиты обратные отрицательные связи 

по абсолютному отклонению. Особенности уче-

та динамических эффектов при введении меха-

низмов в структуру системы заключается в сле-

дующем. 
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а 
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г 

Рис. 4. Семейство зависимостей параметра b 

от α при фиксированных значениях β (а): 

β = 15
º
(1); β = 30

º
 (2); β = 45

º
 (3); β = 60

º
 (4); 

зависимости между углами α и β при 

фиксированных значениях b1: 

b1 = 0 (б);  b1> 0 (в); b1< 0 (г) 

Рис. 5. Семейство амплитудно-частотных 

характеристик при  

кинематическом возмущении:  

а – случай b1 = 0; б – случай b1>0;  

в – случай b1<0 

1. Кинематическое возмущение в общем

случае при наличии прямой связи опорной виб-

рирующей поверхности объектом защиты через 

механизмы создает более сложную систему ди-

намических взаимодействий, чем при силовых 

воздействиях. 

2. При кинематическом возмущении пере-

дача динамических воздействий опорной по-

верхности, помимо обычных связей через упру-

гий элемент, имеет возможность формирования 

дополнительного динамического фактора инер-

ционного типа; в физическом смысле это соот-

ветствует передаче на объект сил инерции эле-

ментов механизма, возникающих в переносном 

движении. 

3. Особенности передачи динамических

воздействий находят отражение в структуре 

числителя передаточной функции. 

4. В реализации динамических взаимодей-

ствий параметры механизма играют существен-

ную роль, что проявляется в возможности появ-

ления режима динамического гашения и «запи-

рания» системы при высоких частотах. 

5. При определенном сочетании парамет-

ров кинематическое воздействие может быть 

приравнено к силовому, что, в целом, не проти-

воречит возможностям эквивалентных преобра-

зований внешних воздействий различных видов.  
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