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Аннотация. Процесс электрохимической обработки моделируется с помощью реше-
ния задачи для определения аналитической функции на параметрической области 
в виде круга. В отличие от плоской задачи, для определения напряженности электри-
ческого поля используются интегральные преобразования аналитической функции. 
На этой основе разработан численно-аналитический метод решения задачи, позво-
ливший использовать для моделирования немонотонную зависимость плотности тока 
от анодного потенциала. Получены распределения потенциала и составляющих плот-
ности тока на аноде.  
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потенциал; немонотонная зависимость; комплексные переменные; интегральные 
преобразования. 

 ВВЕДЕНИЕ 

Процесс электрохимической обработки 
(ЭХО) определяется физико-химическими 
свойствами пары металл-электролит. 
В частности, электродный потенциал анода 
существенно зависит от плотности тока J [1]. 

Плоские задачи с монотонной зависимо-
стью анодного потенциала ( )JaΦ  решались
в [2–4] для двугранного и криволинейного 
бесконечного анода, при этом требование 
монотонности ( )JaΦ  было существенно для
предложенных методов решения задач. 
В [5–7] решены плоские задачи с немоно-
тонной зависимостью нормальной состав-
ляющей плотности тока ( )an FJ F= 1  с ис-
пользованием степенных рядов. В данной 
работе решена осесимметричная задача об-
работки точечным электродом-
инструментом. 

Работа поддержана грантом РФФИ 17-07-00356. 

ПОСТАНОВКА И МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

Рассмотрим осесимметричную задачу о 
распределении электрического поля между 
точечным электродом-инструментом (ЭИ) 
C, расположенным на расстоянии h от плос-
кого анода AB (рис. 1, а), Z=X+iY. Примем 
во внимание, что анодный потенциал анода 
зависит от плотности тока. Используется 
зависимость плотности тока от aΦ , т.е. 
нормальная составляющая ( )an FJ F= 1  [1]. 

Задача решается в параметрическом ви-
де. В качестве области изменения парамет-
рического переменного χ=σ+iυ удобно вы-
брать полукруг с соответствием точек, ука-
занным на рис. 1, б. 

Функция 

1
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−ζ
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при h>0 конформно отображает полукруг 
плоскости ζ на левую полуплоскость с раз-
резом. При этом граница σ=ζ ie  отобража-
ется на поверхность ADB, граница 

1Re1,0Im ≤ζ≤−=ζ  – на разрез A′CB′. По-
ложение точечного источника ( ) hZ −=0 . 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Формы области на плоскостях:  
а – физической; б – параметрической ζ 

При допущении об однородности среды 
электрическое поле является потенциаль-
ным и соленоидальным, и для решения 
плоских задач такого типа широко приме-
няются методы теории аналитических 
функций комплексного переменного [1–7], 
поскольку удовлетворяются уравнения Ко-
ши−Римана для потенциала Φ и функции 
тока Y [8]. Для осесимметричного поля со-
ответствующие уравнения выглядят следу-
ющим образом 
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Y∂
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, (2) 

(если осью симметрии является ось X). 

Наличие множителя 1/Y в правых частях 
уравнений не позволяет напрямую исполь-
зовать аналитические функции для модели-
рования распределения потенциала и функ-
ции тока. Однако Г. Н. Положим [9] были 
разработаны интегральные преобразования 
аналитических функций комплексного пе-
ременного ( )Zf , позволяющие получить 
нужные зависимости 
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где 000 iYXZ += – внутренняя или гранич-
ная точка поля; 01 iX +  − некоторая точка 
на оси симметрии X; 000 iYXZ −= . 

Таким образом, осесимметричная задача 
решается путем сведения ее к вспомога-
тельной плоской задаче. Потенциал и функ-
ция тока осесимметричного поля получают-
ся путем интегральных преобразований 
(3),(4), примененных к функции f(Z)=dw/dZ 
[1], где w(Z) – комплексный потенциал 
плоского поля. 

Нормальная и тангенциальная составля-
ющие плотности электрического тока на 
аноде σ=ζ ie  равны 
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где 1ν  – коэффициент, определяемый ниже. 
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Способ решения задачи заключается в 
представлении потенциала и функции тока 
в виде сумм 
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где первые слагаемые представляют собой 
потенциал и функцию тока точечного ис-
точника [1]. 

Будем искать решение в виде функции 

 ( ) ( )ζ
ζ∂

∂
=ζ 1

1
wf . 

Искомыми параметрами аналогично [5] 
будут коэффициенты разложения функции 

( )ζ1f  в степенной ряд 
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Другим методом решения задачи явля-
ется использование вместо ряда интеграла 
Шварца. Для этого удобнее использовать 
параметрическую плоскость в виде полосы 
(рис. 2). Отображение полукруга плоскости 
ζ на полосу χ осуществляется функцией  
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π
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Рис. 2. Формы области  

на параметрической плоскости χ 

Составляющие плотности электрическо-
го тока на аноде равны 
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Искомыми параметрами аналогично [7], 
будут значения действительной части 
функции ( ) mm ff =ξ1Re  в узловых точках 
ξm, ( )1,,1 −= nm  . При ξ=ξ0=0 ( ) 0Re 01 =ξf . 
При ξ=ξn примем ( ) 0Re 1 =ξnf . Значения 

( )ξ1Re f  в промежуточных между узловыми 
точках найдем с помощью кубического 
сплайна S(ξ). 

Функция ( )χ1f  должна обладать опреде-
ленными свойствами: при χ=ξ+i0 ее дей-
ствительная часть должна быть нечетной 
функцией ξ, при χ=ξ+i/2 ( )21 if +ξ  должна 
быть чисто действительной. Тогда ее, со-
гласно принципу симметрии [8], можно 
аналитически продолжить на полосу еди-
ничной ширины. При этом 

( ) ( )0ReRe 11 ifif +ξ=+ξ . 
Для восстановления функции ( )χ1f  ис-

пользуем формулу Шварца [8] 
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Интегралы вычисляются модифициро-
ванным методом Гаусса [10]. Зависимости 
(7), (8) интерполируются сплайнами, при 
этом коэффициенты этих сплайнов равны 
значениям производных этих зависимостей, 
которые используются в (5), (6) или в (10), 
(11) для вычисления составляющих плотно-
сти тока. 

Рассмотрим зависимость анодного по-
тенциала в виде функции (рис. 3) 

( ) ( )aa
a

an ,,J Φ+Φ−
Φ

−=Φ 52tg10
6
5

24
2 . (12)
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Такая немонотонная зависимость харак-
терна для обработки в пассивирующих 
электролитах [1, 2]. 

Задача решается методом коллокаций. 
Равенство (14) выполняется в дискретных 
точках mσ ; 1,,1 −= nm  . Полученная та-
ким образом система n−1 нелинейных урав-
нений решается методом Ньютона с регули-
рованием шага. 

Значение n1=2,6 подобрано эксперимен-
тально. 

 
Рис. 3. График зависимости (12)  

ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ  

На рис. 4 показано распределение по-
тенциала по поверхности анода, на рис. 5 − 
распределение функции тока. По оси абс-
цисс отложена безразмерная величина 
y=Y/h. Как видно из рисунков, функции Φ(y) 
и Y(y), как и следовало ожидать, монотонно 
возрастают. 

 
Рис. 4. Распределение потенциала  

по поверхности анода  

На рис. 6 показана конфигурация сече-
ния Y, Φ которая является аналогом плос-
кости W, однако в осесимметричной задаче 
не является плоскостью изменения анали-
тической функции. 

 

 
Рис. 5. Распределение функции тока  

по поверхности анода  

 
Рис. 6. Конфигурация сечения Φ, Y  

На рис. 7 приведено распределение тан-
генциальной составляющей плотности тока. 
В силу осевой симметрии в точке D, распо-
ложенной на оси значение Jt(y)=0, затем при 
увеличении y функция резко возрастает, пе-
реходит через максимум и убывает до нуля 
на периферии.  

 
Рис. 7. Распределение тангенциальной  

составляющей плотности тока по поверхности анода  
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На рис. 8 приведено распределение  
нормальной составляющей плотности тока.  
Видно, что зависимость Jn(y) имеет более 
сложный вид. В соответствии с рис. 3 эта 
зависимость имеет локальные минимум и 
максимум.  

 
Рис. 8. Распределение нормальной составляющей 

плотности тока по поверхности анода  

Аналогичные особенности имеет зави-
симость полной плотности тока J(y) (рис. 9). 

 
Рис. 9. Распределение полной плотности тока 

 по поверхности анода  

Оценка погрешности численного реше-
ния проводилась методом фильтрации ре-
зультатов вычислений [11−14]. 
На рис. 10, а, б результаты фильтрации 
представлены в логарифмическом масшта-
бе. По оси ординат отмечены десятичные 
логарифмы абсолютных величин получен-
ных оценок абсолютных погрешностей 
∆ ∆− lg  (точность полученных данных). 
По оси абсцисс отложены десятичные лога-
рифмы числа отрезков разбиения n (которое 
изменялось от 20 до 640 с увеличением 
в 2 раза). В качестве оцениваемых парамет-
ров на рис. 10, а рассмотрен потенциал цен-

тральной точки yD=0, а на рис. 10, б – нор-
мальная составляющая плотности тока в той 
же точке. Цифрой 0 отмечены оценки точ-
ности вычисленных данных, цифрами 1, 2 − 
результаты первой и второй фильтрации. 
Разность ординат между двумя кривыми 
представляет собой логарифм отношения 
оценок для разных фильтраций. Это отно-
шение называется размытостью оценки. 
С помощью фильтрации получены и под-
тверждены значения ΦD=0,58359±10−4, 
JG=7,41±10−2. Следует отметить, что вслед-
ствие (5) значения параметров в точках 
близких к оси симметрии определяются 
с наихудшей точностью. 

 
а 

 
б 

Рис. 10. Оценка абсолютной погрешности решения 
осесимметричной задачи:  

а – потенциала центральной точки D;  
б – напряженности в точке D  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Таким образом, в данной работе пред-
ложен метод численного решения задачи 
начальной электрохимической обработки 
точечным электродом-инструментом в осе-
симметричной постановке, основанный на 
интегральных преобразованиях аналитиче-
ской функции. 
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Найдены распределения составляющих 
напряженности и численные значения, ха-
рактеризующие эти значения. 

Проведена оценка погрешности пара-
метров, показавшая, что значения потенци-
ала границы вычислены с точностью  
до 4-значных цифр. 
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