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Аннотация. Излагается метод численного расчета частот собственных колебаний 
естественно закрученного стержня, рассматриваемого как первое приближение мо-
дели реальных лопаток газотурбинных двигателей (ГТД). Метод базируется на разра-
батываемом авторами методе сплайнов пятой степени, позволяющем весьма точно 
решать дифференциальные уравнения четвертого порядка, возникающие в задачах о 
поперечных колебаниях стержней. В отличие от известных работ, где рассматривают-
ся изгибные колебания только в одной плоскости, данные исследования ориентиро-
ваны на изучение более сложного процесса колебаний при пространственном изгибе 
стержня.
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ВВЕДЕНИЕ 

Для обеспечения усталостной прочности 
лопаток газотурбинных двигателей (ГТД) 
уровень переменных напряжений в них дол-
жен быть достаточно низким. Повышенные 
переменные напряжения возникают в лопат-
ках, в основном, на резонансных частотах, 
когда частота внешних возбуждающих сил 
совпадает с одной из собственных частот ко-
лебаний лопатки. Для отстройки от резонан-
сов необходимо уже на стадии проектирова-
ния правильно определять собственные ча-
стоты колебаний лопаток, особенно низшие 
частоты изгибных колебаний [1−3]. 

Лопатки ГТД представляют собой есте-
ственно закрученные стержни с перемен-
ным по длине поперечным сечением, что не 
позволяет для определения спектра частот 
собственных колебаний воспользоваться 
традиционными аналитическими формула-
ми, разработанными только для стержней 
с постоянным поперечным сечением [3, 4]. 
Поэтому наиболее приемлемым в настоящее 
время является подход, базирующийся 
на применении численных методов. 

К настоящему времени разработан ряд 
численных методов для расчета частот соб-
ственных колебаний стержней переменного 
сечения [1−14], но все эти решения рас-
сматривают плоский изгиб стержня 
при колебаниях. 

В связи с этим представляется весьма 
актуальной разработка численного метода, 
позволяющего определять частоты соб-
ственных колебаний естественно закручен-
ного стержня при реально происходящем 
его пространственном изгибе. 

В данной работе эта задача решается 
на основе разрабатываемого авторами мето-
да сплайнов пятой степени [14−19]. 
При этом был получены следующие основ-
ные результаты: 

− сформированы дифференциальные 
уравнения, описывающие пространствен-
ные изгибные колебания естественно закру-
ченного стержня с переменным по длине 
стержня поперечным сечением; 

−  разработан численный метод реше-
ния системы дифференциальных уравнений, 
описывающих поперечные изгибные коле-
бания естественно закрученного стержня; 



МА ШИНОСТРОЕН ИЕ И М А ШИНОВЕ ДЕНИЕ  34 

− создано программное обеспечение, 
реализующее предлагаемый численный ме-
тод; 

− получены расчетные результаты для 
конкретного естественно закрученного 
стержня, близкого по размерам и степени 
закрученности к лопаткам реальных ГТД. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассматривается естественно закручен-
ный стержень, являющийся приближенной 
моделью пера рабочей лопатки осевого 
компрессора или турбины ГТД (рис. 1). 
Ось Z  направлена в радиальном направле-
нии перпендикулярно к оси вращения рабо-
чего колеса. Геометрия стержня определя-
ется его поперечными сечениями, задавае-
мыми в координатной плоскости XY , и 
функцией закрутки стержня )(zα=α , 
определяющей угол поворота поперечного 
сечения стержня относительно неподвиж-
ной координатной системы XY  при движе-
нии вдоль оси Z  (рис. 1). 
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Рис. 1. Естественно закрученный стержень 
с переменными по длине сечениями 

Ставится задача сформировать диффе-
ренциальные уравнения, описывающие про-
странственные изгибные колебания есте-
ственно закрученного стержня с перемен-
ным сечением, разработать численный ме-
тод решения данных уравнений, создать 
программное обеспечение, реализующее 
численный метод, и на примере конкретно-
го естественно закрученного стержня про-
анализировать влияние степени закрутки 
стержня на частоты его колебаний. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ СООТНОШЕНИЯ, 
ОПИСЫВАЮЩИЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ  

КОЛЕБАНИЯ ЕСТЕСТВЕННО  
ЗАКРУЧЕННОГО СТЕРЖНЯ 

Изгибное деформирование стержня 
при колебаниях определим перемещениями 

vu,  точек его оси, являющимися функция-
ми координаты z  и времени t : 

),(),,( tzvvtzuu == . (1) 
Перемещение w  произвольной точки 

сечения B  (рис. 1) вдоль оси Z  определя-
ется выражением [1−3]: 

yxw xy ϕ+ϕ−= , (2) 

где xϕ  и yϕ  − соответственно углы поворо-
та сечения относительно осей X  и Y . 

На основе (1) запишем (рис. 1): 
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Линейная деформация материала zε
вдоль оси Z  в точке B  (рис.1) определяет-
ся формулой [1−3]: 
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Зная деформацию zε , на основе закона 
Гука и соотношения (4) определим нор-
мальное напряжение в точке B : 
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где E  − модуль упругости материала. 
Далее определим внутренние изгибаю-

щие моменты yx MM ,  [3]: 
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где интегрирование ведется по всей площа-
ди поперечного сечения A . 

Запишем дифференциальные уравнения 
связи между внутренними силовыми факто-
рами в стержнях [3]: 
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Исключив из (7) поперечные силы xQ
и yQ , запишем: 
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Определим проекции xa  и ya  ускорения 
точек оси стержня на координатные 
оси YX , : 
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Рассматривается стержень с переменной 
вдоль оси Z  массой единицы длины: 

)(zµ=µ . (10) 

По принципу Даламбера определим про-
екции ин

xq  и ин
yq  на оси YX ,  погонной си-

лы инерции, действующей на стержень: 
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Подставим (6) и (11) в (8) и при обозна-
чениях 
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получим систему из двух дифференциаль-
ных уравнений, описывающих собственные 
изгибные колебания стержня с изменяющи-
мися вдоль оси Z  погонной массой и мо-
ментами инерции: 
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Решение системы (13) ищем в виде [4]: 
tzVvtzUu ω=ω= sin)(,sin)( , (14) 

где )(zUU =  ‒ форма колебаний в плоско-
сти XZ , )(zVV =  ‒ форма колебаний 
в плоскости YZ . 

После подстановки (14) в (13) и после-
дующих сокращений полученных уравне-
ний на tωsin  получаем систему из двух 
дифференциальных уравнений, описываю-
щих формы собственных поперечных коле-
баний стержня: 
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где ω  ‒ круговая частота собственных ко-
лебаний стержня, которую необходимо 
определить из (15); )(zUU =  и )(zVV =  ‒ 
собственные формы колебаний соответ-
ственно в плоскостях ZX  и ZY . 

ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ МЕТОДА 
СПЛАЙНОВ ПЯТОЙ СТЕПЕНИ 

Для решения построенной системы 
дифференциальных уравнений применим 
метод сплайнов степени 5 дефекта 1, эффек-
тивно применяемый для различных задач 
в работах [14−19]. 

При построении сплайна степени 5 де-
фекта 1 [14−19] на отрезке ],0[ l  формирует-
ся сетка lzzz N =<<<=∆ ...0: 21 , имею-
щая N  узлов. На данной сетке строится 
сплайн˗функция )(1,5 xW  степени 5 дефекта 

1, имеющая 4+= NNs  степеней свободы. 
В пределах каждого отрезка 

1,1],,[ 1 −=+ Nizz ii  сплайн-функция )(1,5 zW
является многочленом пятой степени 



МА ШИНОСТРОЕН ИЕ И М А ШИНОВЕ ДЕНИЕ  36 









−=∈

−=

+

=α

α
α∑

.1,1],,[

,)()(

1

5

0

)(
1,5

Nizzz

zzaz

ii

i
iW

(16) 

Параметры, определяющие сплайн, сво-
дятся в вектор-столбец Q  из 4+= NNs  па-
раметров сплайна T

k Nkq )1,1,( +==Q , 
где: 
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В узлах сетки ∆  рассматриваются значе-
ния сплайн-функции )(1,5 zW  и ее производ-
ных до четвертого порядка включительно: 
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Из них формируются векторы-столбцы: 
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Векторы узловых значений сплайн-
функции )(1,5 zW  и ее производных опреде-
лим согласно [14] матричными выражениями: 

4,0, == sdsfdsf QMV , (20) 

где  4,0, =sdsfM  ‒ прямоугольные мат-
рицы размера )4( +× NN : 
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формируемые по методике, изложенной 
в [14], и зависящие только от сетки ∆  узлов 
сплайна. 

ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ УРАВНЕНИЙ, 
ОПИСЫВАЮЩИХ ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ 

При построении дискретного аналога 
системы дифференциальных уравнений (15) 
введем в соответствии с (16) для каждой из 
функций )(zUU =  и )(zVV =  соответству-
ющие им два сплайна: )()(

1,5 zUW  и )()(
1,5 zVW , 

определяемые соответствующими им векто-
рами параметров UQ  и VQ  вида (17): 
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Значения искомых функций )(zUU = , 
)(zVV =  и их производных в узлах сплайна 
Nizi ,1, =  сведем в векторы 
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которые определим по аналогии с (20) мат-
ричными соотношениями: 

.4,0,, === sVdsfdsVUdsfdsU QMUQMU  (24) 

Объединим векторы UQ  и VQ в единый 
вектор параметров ΣQ : 
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На основе выше приведенных соотно-
шений запишем в матричной форме систему 
линейных алгебраических уравнений: 

0=ΣAQ  (27) 
где A  ‒ квадратная матрица 

82,1,82,1,( +=+== NjNiAijA , (28) 

в которой первые N2  строк формируются 
как дискретные аналоги системы диффе-
ренциальных уравнений (15): 
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Последние восемь уравнений системы 
(15) (формируются как дискретные аналоги 
краевых условий рассматриваемого стержня): 
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Система уравнений (27) имеет ненулевое 
решение только при условии равенства ну-
лю детерминанта матрицы A [20]: 

0]det[ =ijA . (32) 
Решая уравнение (32), определим часто-

ты собственных колебаний ω  естественно 
закрученного стержня. 

ТЕСТОВАЯ ЗАДАЧА И РЕЗУЛЬТАТЫ 
ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ 

Рассматривается стержень, жестко за-
крепленный на конце при 0=z , имеющий 
длину м0,2=l  и прямоугольное попереч-
ное сечение с размерами 

м103м,102 32 −− ⋅=⋅= hb  (рис. 1). 
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Моменты инерции данного поперечного 
сечения относительно его главных цен-
тральных осей ηξ, : 

кг/м471,0=ρ=ρ=µ bhA . (34) 
Угол ориентировки поперечного сечения 

α  изменяется вдоль оси Z  по линейному 
закону: 

lz /при α∆=γγ=α , (35) 

где α∆  ‒ угол закручивания стержня на его 
полной длине (рис. 2). 

Моменты инерции сечений стержня от-
носительно глобальных координатных осей 

YX ,  определяются выражениями [3]: 
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(36) 

При дифференцировании (36) по z  с 
учетом (35), определяются выражения для 
вычисления значений производных zI x ∂∂ / , 

zI y ∂∂ / zI xy ∂∂ / , 22 / zI x ∂∂ , 22 / zI y ∂∂ , 
22 / zI xy ∂∂ , необходимые для уравнения 

(13)(15). 
Таким образом, имеется вся необходи-

мая информация для конкретизации систе-
мы из двух дифференциальных уравнений 
(15) и остается только воспользоваться 
предложенным численным методом и вы-
числить частоты собственных колебаний 
при различных углах закрученности α∆  для 
различных форм колебаний. 

Были выполнены расчеты первых пяти 
частот собственных колебаний при значе-
ниях углов закрученности: ,30,15,0 =α∆

 90,75,60,45 . Результаты представлены
в форме графических зависимостей частот 
собственных колебаний ω  от угла закру-
ченности α∆  для первых шести форм коле-
баний на рис. 2. 

Рис. 2. Графики зависимости частот собственных 
колебаний ω от угла закрученности ∆α 

Из рис. 2 видно, что закрутка стержня 
существенно влияет на спектр частот соб-
ственных изгибных колебаний стержня, и 
поэтому можно утверждать, что предлагае-
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мая расчетная методика может быть полезна 
при проектировании компрессорных и тур-
бинных лопаток реальных ГТД, которые 
можно рассматривать как естественно за-
крученные стержни. 

АНАЛИЗ ТОЧНОСТИ ЧИСЛЕННОГО  
МЕТОДА РАСЧЕТА СОБСТВЕННЫХ  

ЧАСТОТ КОЛЕБАНИЙ 

Точность предлагаемой методики оце-
ним на тестовой задаче, имеющей точное 
аналитическое решение. 

Для этого рассмотрим прямой стержень 
длиной l, жестко закрепленный концом z=0 
и свободный на конце z=l при угле закру-
ченности ∆α=0. 

Круговые частоты собственных колеба-
ний mω  для рассматриваемого стержня ко-
лебаний определяются формулой [4]: 


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 (37) 

где )( x
mω  ‒ круговые частоты собственных 

колебаний в плоскости минимальной жест-
кости YZ при повороте поперечных сечений 
относительно оси X; )( y

mω  ‒ круговые часто-
ты собственных колебаний в плоскости 
максимальной жесткости XZ при повороте 
поперечных сечений относительно оси Y; 

mξ  ‒ корни трансцендентного уравнения: 
01chcos =+ξξ . (38) 

Первые десять корней mξ  трансцендент-
ного уравнения (38) и рассчитанные на их 
основе круговые частоты собственных ко-
лебаний )( x

mω  и )( y
mω  сведены в табл. 1. 

Рассматривая частоты собственных коле-
баний )( x

mω  и )( y
mω  как единый массив, выбе-

рем в порядке возрастания из табл. 1 первые 
шесть точных значений круговых частот соб-
ственных колебаний стержня, дадим им обо-
значение )т(

mω  и занесем их во вторую колон-
ку табл. 2. При этом частоты собственных ко-
лебаний в плоскости наивысшей жесткости 
XZ выделим в табл. 2 жирным цветом. 

Таблица 1  

Частоты собственных колебаний )( x
mω  и )( y

mω  в плоскостях минимальной и максимальной жесткостей 

Форма 
колебаний 

m  

Корень  
трансцендентного  

уравнения mξ  

Частоты колебаний  
в плоскости YZ  

,)( x
mω рад/с 

Частоты колебаний  
в плоскости XZ  

,)( y
mω рад/с 

1 1,875104068711961 384,2391051264228 2561,594034176152 
2 4,694091132974174 2407,985368145140 16053,23578763426 
3 7,854757438237613 6742,428756621345 44949,52504414229 
4 10,99554073487547 13212,46936786613 88083,12911910751 
5 14,13716839104647 21841,15856693261 145607,7237795507 

Таблица 2  
Относительная погрешность расчетов точных и расчетных значений собственных колебаний 

Форма 
колебаний 

m  

Точные частоты  
собственных 
 колебаний  

,)т(
mω рад/с 

Расчетные частоты  
собственных 
 колебаний  

,)р(
mω рад/с 

Относительная  
погрешность  

)т(

)р()т(

m

mm
m ω

ω−ω
=δ  

1 384,2391051264228 384,2390667123950 810997,9 −⋅  
2 2407,985368145140 2407,990493909559 610129,2 −⋅  
3 2561,594034176152 2561,590196059621 610498,1 −⋅  
4 6742,428756621345 6742,477948724067 610296,7 −⋅  
5 13212,46936786613 13212,67710315854 510572,1 −⋅  
6 16053,23578763426 16053,26951511228 610101,2 −⋅  
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В третью колонку табл. 2 занесем рас-
четные значения )р(

mω  частот собственных 
колебаний, полученные по предлагаемой 
методике. 

Для оценки точности реализуемого чис-
ленного метода вычислим относительную 
погрешность расчетов: 

)т(

)р()т(

m

mm
m ω

ω−ω
=δ . (38) 

Из табл. 2 видно, что относительная по-
грешность расчетов при первых шести фор-
мах колебаний не превышает 510572,1 −⋅ , 
т.е. при определении собственных частот 
точными являются не менее пяти значащих 
цифр, что свидетельствует о высокой точно-
сти предлагаемого численного вычисления 
собственных частот колебаний метода. 

АНАЛИЗ ЗАВИСИМОСТЕЙ ЧАСТОТ  
СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ОТ УГЛА  

ЗАКРУЧЕННОСТИ СТЕРЖНЯ 
Из рис. 2 видно, что при первой форме 

колебаний 1=m  угол закрученности α∆  
слабо влияет на частоты собственных коле-
баний. Оценим количественно это влияние. 
Для этого, имея для первой формы колеба-
ний ( 1=m ) при 0=α∆  расчетное значение 
частоты 7123950384,239066)р(

0 =ω =α , а при 

угле закрученности 902/ ==α∆ pi  значе-
ние частоты 8755794393,860563)р(

2/ =ω π=α , 
вычислим их расхождение: 

%44,21044,2 2
)р(

2/

)р(
0

)р(
2/ =⋅=

ω
ω−ω

=δ −

π=α

=απ=α
α . (39) 

Получили малое расхождение частот 
собственных колебаний %3<δα . На осно-
ве этого делаем вывод, что угол закручен-
ности практически не влияет на круговую 
частоту собственных колебаний при первой 
форме колебаний. 

При остальных формах колебаний 
наблюдается существенное влияние угла 
α∆  на частоты собственных колебаний 

(рис. 2). 
Так, в формах колебаний 5,4,2=m  ча-

стоты собственных колебаний с увеличени-
ем α∆  уменьшаются (не закрашенные мар-
керы точек) (рис. 2), а при формах колеба-

ний 6,3=m  частоты собственных колеба-
ний увеличиваются (закрашенные маркеры 
точек) (рис. 2). 

При этом обращаем внимание на то, что 
при формах колебаний 5,4,2=m  мы анали-
зируем колебания стержня, у которого при 
начальном угле закручивания 0=α∆  изги-
бные колебания осуществляются в плоско-
сти наименьшей жесткости YZ , а далее при 
увеличении α∆  мы поворачиваем попереч-
ные сечения стержня, изменяя его жест-
костные характеристики. 

При формах колебаний 6,3=m  мы ана-
лизируем колебания стержня, у которого 
при начальном угле закручивания 0=α∆  
изгибные колебания осуществляются 
в плоскости наивысшей жесткости XZ , 
а далее при увеличении α∆  мы изменяем 
жесткостные характеристики стержня, по-
ворачивая его поперечные сечения. 

ВЫВОДЫ 

Предложена методика расчета частот 
собственных изгибных колебаний есте-
ственно закрученного стержня, включаю-
щая в себя: 

− построение системы дифференци-
альных уравнений, описывающих простран-
ственные изгибные колебания естественно 
закрученного стержня; 

− разработку численного метода реше-
ние системы дифференциальных уравнений 
пространственных колебаний естественно 
закрученного стержня на основе метода 
сплайнов пятой степени; 

− компьютерную реализацию методики 
решения задачи о пространственных коле-
баниях естественно закрученного стержня 
с получением конкретных результатов, по-
казывающих существенную зависимость 
частот собственных колебаний от углов за-
крученности стержня. 
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