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Аннотация. Приведены результаты исследования напряженно-деформированного 
состояния элементов конструкции (стержней с выточками) с концентраторами напря-
жений при растягивающей нагрузке с целью определения опасной точки и коэффици-
ента концентрации напряжений в условиях упругости, пластичности и ползучести. Ис-
следовано распределение полей напряжений и деформаций в зоне концентрации 
напряжений с учетом деформаций пластичности и ползучести. Получены зависимости 
теоретического коэффициента концентрации напряжений от геометрических пара-
метров выточки и условий работы. 
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Элементы конструкции с концентрато-
рами напряжений являются наиболее на-
пряженными, во многих случаях определя-
ющими ресурс всего изделия. К числу таких 
элементов относят пластины с отверстиями, 
валы с выточками и галтелями, замковые 
соединения лопаточных машин и другие 
конструкции. 

В данной работе исследовано влияние 
геометрических размеров выточки на рас-
пределение полей напряжений и деформа-
ций в опасном сечении и произведен расчет 
коэффициента концентрации напряжений 
при растягивающей нагрузке с учетом упру-
гости, пластичности и ползучести.  

Рассмотрены стержни диаметром 
D = 10 мм, с выточками глубиной 
t = (0,5…2) мм, углом раствора α = (60°…120°) 
и радиусом впадины R = (0,1...1) мм. Геомет-
рические размеры рассмотренных стержней 
приведены на рис. 1, а. Стержни выполнены 
из титанового сплава ВТ6 (модуль упругости 
E = 1,15 · 105 МПа, коэффициент Пуассона 
ν = 0,32, предел текучести σт = 830 МПа). 

а б 

Рис. 1. Геометрическая модель стержня с выточкой 
(а) и расчетная схема для стержня с концентратором 

при одноосном растяжении (б) 

Ввиду геометрической симметрии стер-
жня в качестве расчетной схемы для одно-
осного растяжения выбрана 1/4 часть 
стержня. На рис. 1, б показана расчетная 
схема для одноосного растяжения стержня 
усилием σ0. 

Численное решение выполнено методом 
конечных элементов [1] с применением 
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программно-вычислительного комплекса 
ANSYS [2] в осесимметричной постановке. 

В качестве конечного элемента был вы-
бран элемент треугольной формы. Сеточ-
ный аналог приведен на рис. 2. Заметим, что 
в зоне концентрации напряжений проводи-
лось сгущение сетки.  

Рис. 2. Сеточный аналог для стержня с выточкой 

На рис. 3 в качестве примера показаны 
эпюры осевых напряжений σz и деформаций 
εz в опасном сечении, а также контурных 
напряжений σө и деформаций εө во впадине 
выточки. Эпюры построены по результатам 
расчета стержня, имеющего R = 0,2 мм, 
t = 1 мм и угол раствора α = 60°, работаю-
щего при упругих деформациях. При растя-
жении стержня напряжением σ0 = 1 МПа во 
впадине выточки возникают наибольшие 
осевые напряжения σz, максимум которых 
достигает значения σzmax = 6,6 МПа. По мере 
удаления вглубь тела напряжения падают до 
σz = 1 МПа. Величина наибольших осевых 
деформаций εzmax равна 5,2 · 10−5. Следует 
отметить, что максимальные значения кон-
турных напряжений σө и деформаций εө 
находятся во впадине выточки и равны 
6,6 МПа и 5,2 · 10−5 соответственно, это 
совпадает с величиной максимальных осе-
вых напряжений σzmax и деформаций εzmax.  

Рис. 3. Распределение осевых и контурных  
напряжений и деформаций в стержне с R = 0,2 мм, 

t = 1 мм (R/t = 0,2) и α = 60° при σ0 = 1 МПа 

Теоретический коэффициент концентра-
ции напряжений ασ определен как отноше-
ние максимального растягивающего напря-
жения σzmax к номинальному напряжению σн: 
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це с диаметром dн = D − 2t при растягивающей 
нагрузке σ0; А и Ан – площадь поперечного 
сечения стержней с диаметрами D и dн соот-
ветственно (А = 78,5 мм2, Ан = 50,24 мм2).  

Тогда для выбранного стержня имеем: 
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Подобный характер распределения по-
лей напряжений и деформаций наблюдается 
и в стержнях с другими параметрами R и t. 
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На графиках, представленных на рис. 4, 
показаны зависимости коэффициентов кон-
центрации напряжений ασ от глубины вы-
точки t c углом раствора α = 60° в пределах 
упругости. 

Рис. 4. Изменение теоретического коэффициента 
концентрации напряжений ασ от t при α = 60°:   

1 – R/t = 0,2; 2 – R/t = 0,35; 3 – R/t = 0,5 

Видно, что с увеличением глубины вы-
точки t теоретический коэффициент кон-
центрации напряжений ασ уменьшается, что 
связано с увеличением σн, которое зависит 
от dн. При отношении R/t = 0,2 (кривая 1) 
значение теоретического коэффициента кон-
центрации напряжений ασ падает с 5 при 
t = 0,5 мм до 3,1 при t = 2 мм, что составляет 
39 %. При R/t = 0,35 (кривая 2) ασ снижается 
на 36 %, а при R/t = 0,5 (кривая 3) – на 37 %. 
Интересно отметить влияние отношения R/t 
на значение коэффициента концентрации 
напряжений ασ. С увеличением отношения 
R/t от 0,2 до 0,5 при t = 0,5 мм значение ασ 
снижается с 5 до 3,3, что составляет 34 %; 
при t = 1 мм падает с 4,2 до 2,9 на 31 %, 
а при глубине выточки t = 2 мм – с 3,1 до 2,1 
на 32 %. 

Исследовано влияние угла раствора вы-
точки α на концентрацию напряжений. 
На рис. 5 представлены кривые, иллюстри-
рующие зависимость коэффициентов кон-
центрации напряжений ασ от угла раствора 
выточки α при глубине t = 1 мм. Видно, что 
при увеличении угла раствора α от 60° до 
120° теоретический коэффициент концен-
трации ασ снижается. Например, при 
R/t = 0,2 (кривая 1) снижение коэффициента 
концентрации с 4,2 до 4, что составляет 
4,8 %, при R/t = 0,35 (кривая 2) значение ασ 
уменьшается на 3 %, а при R/t = 0,5 (кри-
вая 3) – на 3,5 %. Изменение угла раствора 
выточки α незначительно влияет на коэф-
фициент концентрации ασ. 

Рис. 5. Изменение коэффициента концентрации 
напряжений ασ от угла раствора α при t = 1 мм:     

1 – R/t = 0,2; 2 – R/t = 0,35; 3 – R/t = 0,5

Исследован характер распределения по-
лей напряжений и деформаций в зоне кон-
центрации напряжений при нагрузке 
σ0 = 160 МПа за пределами упругости 
(σт = 830 МПа). На рис. 6 показаны эпюры 
осевых напряжений σz и деформаций εz в 
опасном сечении и эпюры контурных 
напряжений σө и деформаций εө по контуру 
выточки, построенные для стержня с гео-
метрическими характеристиками R = 0,2 мм, 
t = 1 мм и α = 60°. 

Штриховыми линиями показана эпюра 
распределения осевых и контурных напря-
жений и деформаций без учета деформаций 
пластичности (рис. 6). Максимальные осе-
вые напряжения σz и деформации εz равны 
1056 МПа и 8,2 · 10−3.  

Рис. 6. Распределение осевых σz и контурных σө 
напряжений  в стержне с R = 0,2 мм, t = 1 мм  

(R/t = 0,2) и α = 60° при σ0 = 160 МПа
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С учетом деформаций пластичности ха-
рактер распределения полей осевых напря-
жений σz и деформаций εz меняется (рис. 6, 
сплошные линии). Зона распределения пла-
стических деформаций имеет клиновидную 
форму и заштрихована, угол распростране-
ния пластических деформаций β = 20°. 
С развитием пластических деформаций 
наибольшие осевые напряжения 
σzmax = 967 МПа возникают на границе упру-
гой и неупругой зон на глубине f = 0,012 мм 
от впадины выточки. Осевые напряжения σz 
на контуре выточки равны 943 МПа, что 
на 12 % ниже, чем при той же нагрузке без 
учета деформаций пластичности. По мере 
удаления вглубь тела напряжения снижают-
ся и достигают значения σz = 160 МПа. По-
добный характер наблюдается и при рас-
пределении осевых деформаций εz. Макси-
мум осевых деформаций εzmax достигает 
значения 7,45 · 10−3 и смещается от впадины 
выточки к оси стержня на глубину f, значе-
ние εz на контуре равно 7,35 · 10−3. 
Наибольшие значения контурных напряже-
ний σө и деформаций εө находятся во впа-
дине выточки, равны 943 МПа и 7,35 · 10−3 
соответственно. 

На рис. 7 представлены графики, иллю-
стрирующие зависимости коэффициентов 
концентрации напряжений ασ от глубины 
выточки t c углом раствора α = 60° 
при σ0 = 160 МПа.  

Рис. 7. Изменение теоретического коэффициента 
концентрации напряжений ασ от t при  σ0 = 160 МПа 

(α = 60°): 1 – R/t = 0,2; 2 – R/t = 0,35; 3 – R/t = 0,5;     
4 – R/t = 0,2 (упругое решение) 

Кривые 1−3 показывают изменение тео-
ретического коэффициента концентрации 
напряжений ασ от глубины выточки t с уче-
том упругопластических деформаций. 

При отношении R/t = 0,2 (кривая 1) стер-
жень с глубиной выточки t = 0,5 мм работа-
ет упруго, увеличение t приводит к возник-
новению пластических деформаций, при 
этом значение ασ уменьшается на 25 % 
(t = 1мм). При отношении R/t = 0,35 пласти-
ческие деформации возникают в стержне с 
глубиной выточки t = 1,5 мм. Кривая 3 
(R/t = 0,5) совпадает с кривой 3, изображен-
ной на рис. 5 (при σ0 = 1 МПа), это говорит о 
том, что в рассматриваемых стержнях с 
R/t = 0,5 отсутствуют упругопластические 
деформации при σ0 = 160 МПа. 

Для сравнения показано изменение ασ 
при упругом деформировании (кривая 4, 
R/t = 0,2). Полученные данные иллюстриру-
ют снижение теоретического коэффициента 
концентрации напряжений ασ с развитием 
пластических деформаций. При t = 2 мм ασ  
уменьшается на 24 %, а при t = 1 мм − на 
10 %. В стержне с глубиной t = 0,5 мм не 
возникают упругопластические деформации 
при σ0 = 160 МПа. 

Графики, представленные на рис. 8, по-
казывают изменение коэффициента концен-
трации деформаций αε от глубины выточки t 
c α = 60° при растяжении стержня 
σ0 = 160 МПа. 

Рис. 8. Изменение теоретического коэффициента 
концентрации деформаций αε от t при σ0 = 160 МПа 

(α = 60°): 1 – R/t = 0,2; 2 – R/t = 0,35; 3 – R/t = 0,5 

При отношении R/t = 0,2 в стержне с 
t = 0,5 мм коэффициент концентрации де-
формаций αε достигает значения 4,5, с уве-
личением t до 2 мм αε падает до 1,93, что 
составляет 57 %. Такое снижение можно 
объяснить появлением пластических де-
формаций. При R/t = 0,35 коэффициент кон-
центрации деформаций уменьшается 
на 47 %, а при R/t = 0,5 − на 40 %. 
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Влияние концентрации напряжений на 
прочность конструкции зависит не только 
от геометрии концентратора, но и от усло-
вий работы детали. При длительном нагру-
жении в теплонапряженных конструкциях 
возникают необратимые деформации, в ре-
зультате чего напряжения могут изменяться 
во времени. Это явление возрастания де-
формаций с течением времени при постоян-
ном уровне напряжений при повышенных 
температурах называют ползучестью. Осо-
бый интерес представляет рассмотрение во-
просов концентрации напряжений в услови-
ях ползучести.  

Расчет несущей способности элементов 
конструкции с учетом деформаций ползуче-
сти произведен по теории старения [4]. Со-
гласно данной теории, предполагается, что 
при заданной температуре T = const между 
деформацией ε, напряжением σ и временем t 
существует определенная зависимость  

( ) .t,f ε=σ 1  (2) 

Это равносильно допущению о суще-
ствовании при определенной температуре 
поверхности в координатах ε, σ, t [5]. Рассе-
кая поверхность плоскостями, перпендику-
лярными осям σ и t, получаем, соответ-
ственно, кривые ползучести при постоян-
ном напряжении (рис. 9, а) и графики зави-
симости напряжения от деформации для 
определенных значений времени (рис. 9, б), 
которые называют изохронными кривыми 
ползучести [5]. Изохронные кривые имеют 
такой же вид, что и кривые деформирова-
ния. Это позволяет свести расчет ползуче-
сти по теории старения к упругопластиче-
скому расчету.  

Выполнен расчет напряженно-деформи-
рованного состояния стержня при растяги-
вающей нагрузке σ0 = 160 МПа и Т = 300 °С 
с учетом развивающихся деформаций пол-
зучести. На рис. 10, а в качестве примера 
показаны эпюры распределения осевых 
напряжений σz (рис. 10, а) и контурных 
напряжений σө (рис. 10, б) в опасном сече-
нии в стержне с t = 1 мм, R = 0,2 мм и 
α = 60° при наработке стержня в течение 0, 
50 и 100 ч. Зона распространения пластиче-
ских деформаций и деформаций ползучести 
заштрихована (рис. 10, б).  

a 

б 

Рис. 9. Кривая ползучести (а) и изохронная  
кривая ползучести (б) для сплава ВТ6 при T = 300 °С 

Как видно из рис. 10, б, пластические де-
формации распространяются в тело стержня 
на глубину t = 0,04 мм и при этом осевые 
напряжения σz в этой точке достигают мак-
симального значения σzmax = 802,5 МПа при 
0 часах. В процессе наработки конструкции 
происходит перераспределение полей 
напряжений и деформаций в зоне концен-
трации напряжений за счет развития де-
формаций ползучести. Площадь распро-
странения деформаций ползучести увели-
чивается пропорционально наработке кон-
струкции. Через 50 ч глубина увеличивает-
ся в 1,25 раз, а через 100 ч − в 1,56 раз. За-
метим, что значение максимальных осевых 
напряжений σzmax заметно снижается, а их 
пик смещается к границе упругой и не-
упругой зон. При наработке в 100 ч значе-
ние σz снизилось до 750 МПа, что составля-
ет порядка 6,5 %. На рис. 10, в показано 
распределение контурных напряжений 
на кромке выточки. Отметим, что макси-
мальное значение контурных напряжений 
σө снижается по мере наработки стержня. 
Так, при 50 ч σө снижается на 4,37 %, 
а при 100 ч − на 10,5 %. 
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Рис. 10. Распределение осевых напряжений σz  
в опасном сечении (а), пластических деформаций (б) 

и контурных напряжений σө (в) в стержне при 
нагрузке σ0 = 160 МПа и Т = 300 °С 

Исследовано влияние деформаций пол-
зучести на теоретический коэффициент 
концентрации напряжений ασ. На рис. 11 
показано изменение теоретического коэф-
фициента концентрации напряжений ασ 
в стержнях с t = 1 мм, α = 60° и различными 
радиусами впадины при растягивающей 
нагрузке σ0 = 160 МПа. 

Рис. 11. Изменение коэффициента концентрации 
напряжений во времени при t = 1 мм, α = 60°:             
1 – R = 0,2 мм; 2 – R = 0,35 мм; 3 – R = 0,5 мм 
Отметим, что с увеличением времени 

наработки теоретический коэффициент кон-
центрации напряжений ασ снижается. 

Наибольшее снижение ασ порядка 11 % по-
сле 100 ч работы происходит в стержне  с 
R = 0,35 мм (кривая 2). Для стержня с 
R = 0,2 мм (кривая 1) снижение ασ составило 
10,5 %, а для стержня с R = 0,5 мм (кри-
вая 3) – 10,7 % после 100 ч работы.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исследовано влияние геометрических 
размеров выточки на распределение напря-
жений в опасном сечении и выполнен рас-
чет коэффициента концентрации напряже-
ний при растягивающей нагрузке в услови-
ях упругости, пластичности и ползучести. 
При увеличении отношения R/t при упругих 
деформациях теоретический коэффициент 
концентрации напряжений уменьшается. 
С увеличением глубины выточки t значение 
ασ возрастает. Влияние угла раствора на 
теоретический коэффициент концентрации 
напряжений ασ составляет 5−6 %, что явля-
ется незначительным.  

С развитием деформаций пластичности 
при σ0 = 160 МПа происходит перераспре-
деление полей напряжений и деформаций. 
По мере развития деформаций пластично-
сти в зоне концентрации напряжений значе-
ние ασ снижается, а максимум осевых 
напряжений смещается в тело стержня. 
В качестве примера показано решение зада-
чи без учета деформаций пластичности. 
Максимальные напряжения при этом ока-
зываются на 12 % больше, чем при той же 
внешней нагрузке с учетом деформаций 
пластичности.  

Температура T = 300 °С способствует 
развитию деформаций ползучести. В ре-
зультате деформаций ползучести происхо-
дит изменение напряженного состояния и 
смещение максимума напряжений. Наи-
большие напряжения возникают вблизи 
границы упругой и неупругой зон. Необхо-
димо отметить, что с увеличением времени 
наработки теоретический коэффициент кон-
центрации напряжений ασ снижается. 

Смещение максимума напряжений и 
уменьшение значений теоретического ко-
эффициента концентрации напряжений сле-
дует учитывать в практических расчетах. 
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