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Аннотация. Проведена оценка производительности центральных процессоров Intel 
Xeon и графических процессоров NVIDIA Tesla различных поколений при решении 
разреженных систем линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) итерационным ме-
тодом BiCGStab с предобуславливателем BILU(0); показано, что использование графи-
ческих процессоров в качестве ускорителей позволяет снизить время решения СЛАУ в 
4,3–7,7 раза. Рассмотрен метод AIPS, идея которого заключается в аппроксимации 
обратной матрицы на основе степенного разложения в ряд Неймана, и его примени-
мость в качестве первой ступени двухступенчатого предобуславливателя CPR. Прове-
дена оценка эффективности процедуры решения СЛАУ с различными предобуславли-
вателями (BILU(0), CPR-AMG, CPR-AIPS) на вычислительной системе с двумя графиче-
скими процессорами NVIDIA Tesla P100; показано, что за счет параллельной реализа-
ции метода AIPS предобуславливатель CPR-AIPS достаточно хорошо масштабируется и 
позволяет снизить время решения большинства тестовых СЛАУ. 

Ключевые слова: графические процессоры; итерационные методы; параллельные 
вычисления; предобуславливатели; разреженные матрицы. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

Одним из актуальных трендов в супер-
компьютерной индустрии является приме-
нение наряду с центральными процессорами 
(CPU) массивно-параллельных процессор-
ных устройств, используемых для ускоре-
ния вычислений. К примеру, в 28 редакции 
списка Топ-50 мощнейших компьютерных 
систем России и стран СНГ [1] от 
03.04.2018 г. 26 суперкомпьютеров (52%) 
оснащены ускорителями, причем 18 из 
них – графическими процессорами (GPU) 
NVIDIA Tesla.  

Возможность использования графиче-
ских процессоров для существенного уско-

Работа выполнена при частичной финансовой под-
держке Министерства образования и науки РФ, 
государственное задание № 1.3103.2017/4.6. 

рения расчетов при решении ряда научных 
и производственных задач обусловила по-
явление в составе вычислительного класте-
ра УГАТУ [2] гибридных вычислительных 
узлов, оснащенных GPU NVIDIA Tesla, в 
результате чего пиковая производитель-
ность суперкомпьютерного комплекса за 
2011–2017 гг. была увеличена в 2,5 раза с 20 
до 50 Тфлопс. Ключевые характеристики 
центральных и графических процессоров, 
имеющихся в составе университетского вы-
числительного кластера, приведены в 
табл. 1 (установка GPU NVIDIA Tesla V100 
на базе новейшей архитектуры с кодовым 
названием Volta планируется в 2018 г.). 
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Таблица 1  
Характеристики центральных и графических процессоров вычислительного кластера УГАТУ  

Тип CPU Intel Xeon GPU NVIDIA Tesla 
Наименова-

ние 
E5345 X5670 E5-

2670 
E5-2650 

v4 
Gold 
6126 

M2050 K20 K20X P100 V100 

Кодовое 
название 

Clover-
town 

West-
mere 

Sandy 
Bridge 

Broad-
well 

Sky-
lake 

Fermi Kepler Pascal Volta 

Год выпуска  2007 2010 2012 2016 2017 2010 2013 2016 2017 
Баз. тактовая 
частота (ГГц) 2,33 2,93 2,6 2,2 2,6 1,15 0,71 0,73 1,19 1,25 

Количество 
ядер 4 6 8 12 12 448 2 496 2 688 3 584 5 120 

Пик. произв-
сть (Гфлопс) 37,33 70,32 166,4 480 883,2 515 1 170 1 310 4 700 7 000 

Кол-во про-
цессоров 532 2 16 4 4 2 10 2 2 – 

Суммарная 
произв-сть 
(Тфлопс) 

19,833 0,141 2,662 1,690 2,611 1,030 11,700 2,620 9,400 – 

Тип, частота 
(ГГц) опер-й 

памяти 

DDR2 
0,67 

DDR3 
1,33 

DDR3 
1,6 

DDR4 
2,4 

DDR4 
2,67 

GDDR5 
1,55 

GDDR5 
2,6 

GDDR5 
2,6 

HBM2 
0,72 

HBM2 
0,88 

Пик. про-
пускн. спос-

сть, ГБ/с 
10,66 32 51,2 76,8 128 148 208 250 732 900 

 
В последнее время нами ведется разра-

ботка и реализация параллельных алгорит-
мов, ориентированных на архитектуру GPU, 
решения разреженных СЛАУ, возникающих 
при дискретизации дифференциальных 
уравнений в частных производных, к при-
меру, в задаче моделирования многофазных 
фильтрационных потоков углеводородов в 
пористых средах [3].  

Сначала [4] был реализован решатель, 
позволяющий выполнять как на централь-
ных, так и на графических процессорах ре-
шение разреженных СЛАУ итерационным 
методом бисопряженных градиентов со ста-
билизацией (BiCGStab) [5] с блочной моди-
фикацией неполного LU-разложения [6] 
(BILU(0)) в качестве предобуславливателя. 

Далее [7] была разработана кластерная 
версия решателя, позволяющая проводить 
расчеты на множестве графических процес-
соров, распределенных по узлам вычисли-
тельного кластера. В ней, наряду с BILU(0), 
был реализован двухступенчатый предобу-
славливатель Constrained Pressure Residual 
(CPR) [8], а точнее его популярная версия, 
чаще всего обозначаемая в литературе аб-
бревиатурой CPR-AMG, в которой на пер-
вой ступени (локальный предобуславлива-

тель) используется алгебраический много-
сеточный метод (AMG) [9], а на второй 
(глобальный предобуславливатель), как 
правило, неполное LU-разложение. 

В теоретической части данной работы 
рассмотрен метод AIPS, идея которого за-
ключается в аппроксимации обратной мат-
рицы на основе степенного разложения в 
ряд Неймана, и его применимость в каче-
стве первой ступени предобуславливателя 
CPR, являющегося одним из наиболее эф-
фективных при решении СЛАУ в рамках 
задачи гидродинамического моделирования 
нефтегазовых месторождений. 

В экспериментальной части сначала 
представлена оценка производительности 
CPU Intel Xeon и GPU NVIDIA Tesla при 
решении СЛАУ методом BiCGStab с предо-
буславливателем BILU(0), откуда следует 
актуальность использования графических 
процессоров в качестве ускорителей вычис-
лений. Затем проведена сравнительная 
оценка эффективности предобуславливате-
лей BILU(0), CPR-AMG и CPR-AIPS, де-
монстрирующая преимущества применения 
предобуславливателя CPR-AIPS на вычис-
лительных системах, оснащенных несколь-
кими графическими процессорами.  
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МЕТОД АППРОКСИМАЦИИ ОБРАТНОЙ 
МАТРИЦЫ НА ОСНОВЕ СТЕПЕННОГО 

РАЗЛОЖЕНИЯ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ  
В РАМКАХ ДВУХСТУПЕНЧАТОГО 

ПРЕДОБУСЛАВЛИВАТЕЛЯ CPR 

Большой потенциал распараллеливания 
имеют предобуславливатели на основе ап-
проксимации обратной матрицы [10], в том 
числе путем разложения в ряд Неймана [11]: 

( ) 1 2 3E B E B B B−− = + + + +…, 

где E – единичная матрица. Соответственно 
обратная матрица ( ) 11A E B −− = −  может 
быть аппроксимирована некоторым количе-
ством членов ряда Неймана. 

Существуют и другие представления 
матрицы A (см., например, [11] и ссылки в 
работе, [12]), в том числе в виде разности 
матриц общего вида: A P R= − . Если же 
представить A в виде 

( ) ( )( )11A P R P E P R−= + = − − , 

то с использованием разложения в ряд Ней-
мана можно получить следующую формулу 
для построения предобуславливателя, ап-
проксимирующего обратную матрицу при 
заданном N: 

( ) ( )1 1 1 1

1

1 .
N kk

N
k

A M E P R P− − − −

=

 
≈ = + − 

 
∑  (1) 

В данной работе будем называть метод 
построения предобуславливателя по форму-
ле (1) методом аппроксимации обратной 
матрицы на основе степенного разложения 
(Approximation of Inverse by Power Series, 
AIPS). Хотя далее в экспериментальной ча-
сти работы N положено равным 10, выра-
ботка подхода к выбору оптимального зна-
чения данного параметра является предме-
том дальнейшего исследования. 

Отметим, что нами реализован неявный 
способ применения AIPS в рамках итераци-
онного метода решения СЛАУ: на каждой 
итерации производится вычисление произ-
ведения 1

NM −  на вектор путем выполнения 
последовательности матрично-векторных 
операций в соответствии с (1).  

Одним из наиболее эффективных 
предобуславливателей при решении СЛАУ, 

возникающих в рамках задачи гидродина-
мического моделирования нефтегазовых 
месторождений в результате дискретизации 
уравнений многофазной фильтрации по 
времени с использованием полностью неяв-
ной разностной схемы, считается специали-
зированный двухступенчатый предобуслав-
ливатель CPR и его модификации. 

В данной работе рассмотрена эффек-
тивность предобуславливателя CPR-AIPS, в 
котором в качестве альтернативы AMG на 
первой ступени используется описанный 
выше метод AIPS. Разложение по формуле 
(1) строится для подматрицы на давление 
( pA ), которая формируется из исходной 
матрицы СЛАУ с помощью алгоритма ме-
тода CPR в предположении о малом изме-
нении насыщенностей в расчетных ячейках. 

При использовании метода AIPS в рам-
ках CPR в качестве матрицы P предлагается 
использовать трехдиагональную часть pA . 
Это позволяет в рамках неявного способа 
применения AIPS свести вычисление выра-
жений вида 1z P b−=  к решению систем 
Pz b=  с трехдиагональной матрицей. Сле-
довательно, для повышения быстродействия 
предобуславливателя CPR-AIPS необходим 
параллельный алгоритм, рассчитанный на 
многократное решение СЛАУ с неизменной 
трехдиагональной матрицей, сформирован-
ной из подматрицы на давление. 

С учетом структуры трехдиагональной 
части матрицы линейной системы, получа-
емой в результате дискретизации уравнений 
в частных производных на трехмерной сет-
ке, нами был разработан ориентированный 
на архитектуру GPU параллельный алго-
ритм решения линейных систем с трехдиа-
гональной матрицей, состоящей из множе-
ства независимых блоков различного разме-
ра. Наличие такого рода блочности в струк-
туре матрицы P позволило организовать 
эквивалентное распараллеливание решения 
соответствующих систем, а также построе-
ния степенного разложения в целом с ми-
нимальным объемом коммуникаций. Также 
благодаря тому, что в матрице 𝑃𝑃 имеется 
множество независимых блоков, возможно 
эквивалентное распараллеливание метода 
AIPS на нескольких GPU.  
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

В табл. 2 приведены характеристики 
разреженных матриц СЛАУ, задействован-
ных в дальнейших экспериментах. Данные 
матрицы получены при решении уравнений 
трехфазной фильтрации, дискретизирован-
ных по времени с использованием полно-
стью неявной схемы. 

Таблица 2  
Характеристики тестовых матриц 

Мат
рица 

Размер-
ность 

Кол-во 
ненулевых 
элементов 

Среднее кол-
во элементов 

в строке 
imsh 1 500 000 55 815 624 37,21 
immn 2 304 102 42 859 314 18,6 
krrv 4 320 921 85 471 137 19,78 

mmnt 5 637 747 109 595 799 19,44 
fdrv 6 610 263 118 221 633 17,89 

 
Параметры тестов: критерий остановки 

итерационного процесса – достижение от-
носительной невязкой величины ε = 10−6; 
начальное приближение – нулевой вектор; 
расчеты проводились с двойной точностью. 

Оценка производительности различных  
вычислительных архитектур 

Рассмотрим эксперимент, направленный 
на оценку производительности различных 
поколений серверных центральных процес-
соров Intel Xeon и графических процессоров 
NVIDIA Tesla на примере решения разре-
женных СЛАУ итерационным методом 
BiCGStab с предобуславливателем BILU(0). 
В основе программной реализации данного 
метода в нашем решателе лежит библиотека 
Intel Math Kernel Library из состава Intel 
Parallel Studio XE для CPU, а также библио-
теки cuBLAS и cuSPARSE из состава NVID-
IA CUDA Toolkit для GPU. 

При расчетах на многоядерных CPU бы-
ли задействованы все процессорные ядра, 

количество блоков при использовании 
ВILU(0) равнялось количеству ядер. Увели-
чение количества блоков в BILU(0) приво-
дит к упрощению предобуславливателя, что 
может негативно сказываться на скорости 
сходимости итерационного процесса. Этим 
объясняется то, что в табл. 3 количество 
итераций колеблется при переходе с одного 
CPU на другой. Минимальное количество 
итераций было достигнуто при расчетах на 
4-ядерном E5345, а максимальное на 
12-ядерных E5-2650 v4 и Gold 6126. В то же 
время от используемого GPU скорость схо-
димости не зависит, т.к. количество блоков 
BILU(0) равно 1, а для распараллеливания 
операций неполного LU-разложения на 
GPU в cuSPARSE применяются эквивалент-
ные параллельные алгоритмы, основанные 
на разделении по уровням (level scheduling). 

В табл. 4 приведены времена решения 
СЛАУ на различных CPU и GPU. Информа-
ция о решении СЛАУ с матрицами mmnt и 
fdrv на GPU M2050 отсутствует из-за того, 
что для решения этих СЛАУ необходимо 
более чем 3 ГБайт оперативной памяти, что 
выходит за пределы объема памяти, имею-
щегося на данном GPU. 

Сравнение времени решения СЛАУ на 
CPU и GPU приблизительно одного и того 
же года выпуска (X5670 и M2050, E5-2670 и 
K20X, E5-2650 v4 и P100, Gold 6126 и V100) 
показывает, что применение GPU позволяет 
существенно ускорить вычисления, напри-
мер, GPU V100 на базе архитектуры Volta 
позволяет ускорить решение СЛАУ от 4,3 
до 7,7 раза, в среднем в 5,8 раза относитель-
но CPU Gold 6126 из семейства серверных 
процессоров Intel Xeon Scalable на базе ар-
хитектуры Skylake. В связи с этим считаем 
перспективным применение GPU NVIDIA в 
качестве ускорителей в рамках рассматри-
ваемой задачи. 

Таблица 3  
Количество итераций метода BiCGStab с предобуславливателем BILU(0) на различных CPU и GPU 

Мат-
рица 

Архитектура 
CPU Intel Xeon GPU NVIDIA Tesla 

E5345 X5670 E5-2670 E5-2650 v4 Gold 6126 M2050 K20X P100 V100 
imsh 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 
immn 25,5 27,5 24,5 27,5 27,5 24,5 24,5 24,5 24,5 
krrv 16 16 16 16 16 16 16 16 16 

mmnt 22,5 29 22,5 30 30 – 22,5 22,5 22,5 
fdrv 4 4 4 4 4 – 4 4 4 
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Таблица 4  

Время решения СЛАУ методом BiCGStab с предобуславливателем BILU(0) на различных CPU и GPU, с 

Мат-
рица 

Архитектура 
CPU Intel Xeon GPU NVIDIA Tesla 

E5345 X5670 E5-2670 E5-2650 v4 Gold 6126 M2050  K20X P100 V100 
imsh 2,396 0,408 0,296 0,239 0,151 0,347 0,150 0,053 0,035 
immn 29,299 5,029 3,037 2,489 1,612 5,116 2,049 0,524 0,325 
krrv 37,354 9,213 3,967 2,921 1,894 6,429 2,574 0,631 0,322 

mmnt 65,999 20,504 6,892 6,832 4,392 – 4,645 1,130 0,567 
fdrv 16,392 4,314 1,873 1,446 0,897 – 1,121 0,281 0,152 

 

Далее рассматривается эффективность 
решения на системе с двумя GPU разрежен-
ных СЛАУ методом BiCGStab с различны-
ми предобуславливателями, реализованны-
ми в нашем решателе. Результаты получены 
на одном из узлов вычислительного класте-
ра УГАТУ (2 x CPU Intel Xeon Gold 6126, 
2 x GPU NVIDIA Tesla P100). 

Эффективность процедуры решения СЛАУ  
с предобуславливателем BILU(0) 

При решении СЛАУ с предобуславлива-
телем BILU(0) (табл. 5 и 6) наиболее низкое 
ускорение (1,45) при расчете на 2 GPU от-
носительно 1 GPU получается на матрице 
imsh. На матрице immn коэффициент уско-
рения достигает 1,58, а на остальных матри-
цах становится более 1,8. Это связано с тем, 
что imsh и immn являются матрицами с 
наименьшими размерностями, что приводит 
к более низкой загруженности GPU, а также 
более высокой доле коммуникаций.  

Таблица 5  
Количество итераций BiCGStab при использова-

нии предобуславливателя BILU(0) 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 1,5 1,5 
immn 24,5 25 
krrv 16 16 

mmnt 22,5 22,5 
fdrv 4 4 

Таблица 6  
Время решения СЛАУ при использовании 

предобуславливателя BILU(0), с 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 0,053 0,037 
immn 0,524 0,332 
krrv 0,631 0,345 

mmnt 1,130 0,592 
fdrv 0,281 0,152 

В среднем использование 2 GPU позво-
ляют ускорить решение СЛАУ при исполь-
зовании предобуславливателя BILU(0) в 
1,69 раза относительно 1 GPU. 

Эффективность процедуры решения СЛАУ  
с предобуславливателем CPR-AMG 

В данном подразделе рассматривается 
решение СЛАУ с предобуславливателем 
CPR-AMG, на первой ступени которого 
применяется классический алгоритм AMG, 
реализованный с помощью функционала 
открытой библиотеки AmgX.  В качестве 
глобального предобуславливателя в CPR-
AMG используется BILU(0), протестиро-
ванный в предыдущем подразделе. 

Необходимо отметить высокую скорость 
сходимости итерационного метода при ис-
пользовании CPR-AMG (табл. 7), в частно-
сти, для решения СЛАУ с матрицами immn 
и mmnt требуется значительно меньше ите-
раций, чем в случае с BILU(0).  

Таблица 7  
Количество итераций BiCGStab при использова-

нии предобуславливателя CPR-AMG 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 1,5 1,5 
immn 4 5 
krrv 3,5 3,5 

mmnt 4 4 
fdrv 1,5 2 

Таблица 8  
Время решения СЛАУ при использовании 

предобуславливателя CPR-AMG, с 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 0,149 0,155 
immn 0,222 0,231 
krrv 0,360 0,291 

mmnt 0,489 0,360 
fdrv 0,351 0,299 
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Время решения СЛАУ (табл. 8) с матри-
цами immn и mmnt снижается благодаря ис-
пользованию CPR-AMG относительно 
BILU(0) в 2,36 и 2,31 раза соответственно. 
Однако ускорение при решении СЛАУ с 
предобуславливателем CPR-AMG на 2 GPU 
составляет не более 1,36 раза относительно 
1 GPU, а на матрицах imsh и immn коэффи-
циент ускорения не превосходит 1. Столь 
слабые показатели преимущественно обу-
словлены низкой масштабируемостью про-
цедуры построения иерархии многосеточ-
ного метода. 

В среднем 2 GPU позволяют ускорить 
решение СЛАУ при использовании CPR-
AMG лишь в 1,1 раза относительно 1 GPU. 

Таким образом, несмотря на значитель-
ное снижение числа итераций и вызванное 
этим уменьшение времени решения некото-
рых СЛАУ на 1 GPU по сравнению с предо-
буславливателем BILU(0), уже на двух GPU 
преимущество CPR-AMG перед более про-
стым предобуславливателем BILU(0) стано-
вится менее очевидным. 

Эффективность процедуры решения СЛАУ  
с предобуславливателем CPR-AIPS 

В данном подразделе рассматривается 
решение СЛАУ с предобуславливателем 
CPR-AIPS, на первой ступени которого 
применяется реализованный нами для GPU 
метод AIPS. В качестве глобального предо-
буславливателя все так же используется 
BILU(0). 

Данные, приведенные в табл. 9 и 10, 
позволяют сделать вывод о достаточно вы-
сокой эффективности предобуславливателя 
CPR-AIPS. Время решения СЛАУ с CPR-
AIPS на 2 GPU снижается от 1,6 (imsh) до 
1,87 (mmnt) раза относительно 1 GPU, в 
среднем в 1,76 раза. 

Можно заметить, что масштабируемость 
предобуславливателя CPR-AIPS ближе к 
масштабируемости BILU(0), нежели CPR-
AMG. Это связано с тем, что первая ступень 
в случае CPR-AIPS получилась менее за-
тратной, чем в CPR-AMG, благодаря эффек-
тивной параллельной реализации на GPU 
алгоритмов метода AIPS, в том числе разра-
ботанного параллельного алгоритма реше-
ния линейных систем с трехдиагональной 
матрицей. 

Таблица 9  
Количество итераций BiCGStab при использова-

нии предобуславливателя CPR-AIPS 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 1,5 1,5 
immn 4,5 4,5 
krrv 4,5 4,5 

mmnt 5 5 
fdrv 1 1 

Таблица 10  
Время решения СЛАУ при использовании 

предобуславливателя CPR-AIPS, с 

Матрица Количество GPU 
1 2 

imsh 0,089 0,056 
immn 0,193 0,117 
krrv 0,350 0,192 

mmnt 0,495 0,265 
fdrv 0,185 0,099 

Сравнение работы различных  
предобуславливателей на GPU 

Рис. 1 и 2 иллюстрируют снижение вре-
мени решения СЛАУ при использовании 
рассмотренных вариантов предобуславли-
вателя CPR относительно BILU(0) при рас-
четах на одном и двух GPU соответственно. 
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Рис. 1. Ускорение относительно BILU(0)  
при использовании CPR-AMG/AIPS (1 GPU) 

Рис. 2. Ускорение относительно BILU(0)  
при использовании CPR-AMG/AIPS (2 GPU) 
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Проведенные эксперименты показали, 

что представленный в данной работе предо-
буславливатель CPR-AIPS: 

• обеспечивает высокую скорость схо-
димости, сравнимую с CPR-AMG; 

• за счет более легковесной первой сту-
пени в большинстве случаев позволяет 
ускорить решение СЛАУ относительно 
CPR-AMG на 1 GPU; 

• обладает хорошей масштабируемо-
стью и обеспечивает минимальное время 
решения большинства тестовых СЛАУ на 2 
GPU среди всех рассмотренных предобу-
славливателей. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенная в работе оценка произво-
дительности центральных процессоров Intel 
Xeon и графических процессоров NVIDIA 
Tesla различных поколений позволила про-
демонстрировать возможность существен-
ного снижения времени решения СЛАУ с 
разреженными матрицами итерационным 
методом BiCGStab с предобуславливателем 
BILU(0) за счет использования GPU в каче-
стве ускорителей вычислений. 

Также было показано, что для обеспече-
ния высокой скорости сходимости итераци-
онного процесса, а также достижения хоро-
шей масштабируемости процедуры решения 
СЛАУ на вычислительных системах с не-
сколькими GPU актуально использовать 
двухступенчатый предобуславливатель 
CPR-AIPS, в котором в качестве локального 
предобуславливателя реализован метод ап-
проксимации обратной матрицы на основе 
степенного разложения, а в качестве гло-
бального – блочная модификация неполного 
LU-разложения без заполнения.  
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