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Аннотация. Представлена обобщенная математическая модель акустического рассе-
яния от множества звукопроницаемых сфер, центры которых расположены на одной 
оси, при воздействии либо сферической волны от монопольного источника излуче-
ния, либо плоской волны. Проведен численный анализ и представлены диаграммы 
распределения давления внутри и вне сфер для различных значений параметров си-
стемы (числа сфер, радиусов сфер, расстояния между сферами, угла падения внешней 
волны, расстояния от центра первой сферы до монопольного источника излучения, 
физических параметров внешней и внутренней сред) и типа внешнего воздействия. 
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делирование; метод разложения по мультиполям; плоская волна; монопольный ис-
точник излучения. 

 

ВВЕДЕНИЕ И ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Изучение явления рассеяния звуковых 

волн на неоднородностях малых размеров, 
отличающихся плотностью и (или) сжимае-
мостью от основной среды, является одной 

из важных задач акустики. В первую оче-
редь это связано с тем, что на данном явле-
нии основываются многие практические 

применения акустических волн. Так, в гид-
ролокации [1, 2] с помощью акустических 
сигналов определяют местоположение ко-

сяков рыб, отдельных крупных рыб или 
других подводных объектов и невидимых 
подводных препятствий. Кроме того, данное 

явление используется в приборах неразру-
шающего контроля [3], в медицинских ска-
нерах [4, 5], при зондировании атмосферы и 

океана [1, 2, 6], а также для создания пози-
ционируемого 3D-звука [7]. Таким образом, 
задача акустического рассеяния от препят-

ствий малых размеров при внешних воздей-
ствиях является актуальной.  

                                                 
Работа выполнена при поддержке государственного 

задания № 0246-2019-0052. 

В настоящей работе рассматриваются N 

сфер различных радиусов a1, a2, ..., aN с цен-

трами, лежащими на одной оси и имеющи-

ми декартовые координаты ),,( uuuu zyx r  

(u = 1,..., N), которые расположены в беско-

нечном трехмерном пространстве (см. 

рис. 1). Внешняя среда является однородной 

и характеризуется плотностью 0 и скоро-

стью звука c0. Предполагается, что сферы 

звукопроницаемы, т.е. через их границы 

проходит волна, которая распространяется 

в другой среде, имеющей плотность u и 

скорость звука cu (u = 1,..., N). На систему 

сфер падает либо плоская волна с нормаль-

ным вектором PWn̂  к ее фронту, либо сфе-

рическая волна от монопольного источника 

излучения, расположенного в произвольной 

точке MS трехмерного пространства. 

Если в качестве оси Oz выбрать ось, 

на которой лежат центры сфер, то задача 

становится  осесимметричной,  следователь- 
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но, без ограничения общности задачи мож-

но выбрать начало отсчета в центре 1-ой 

сферы, а в качестве плоскости Oyz взять 

плоскость, проходящую либо через моно-

польный источник излучения, либо в случае 

плоской волны – параллельно нормальному 

вектору к ее фронту PWn̂ .  

 
В настоящей работе для численного ре-

шения поставленной задачи была адаптиро-

вана методика расчета, представленная 

в работе [8] для твердых сфер с произволь-

ным акустическим импедансом, на случай 

звукопроницаемых сфер с целью определе-

ния распределения давления вне и внутри 

системы сфер для проведения численного 

анализа в широком диапазоне параметров. 

ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Задача рассеяния звука от системы сфер 

сводится к решению уравнения Гельмголь-

ца для комплексного потенциала (r) в 

произвольной точке r внешней среды с вол-

новым числом k: 

  022  k   (1) 

с граничными условиями, выражающими на 

поверхности u-ой сферы равенства потен-

циалов: 

   0)( int 
 uarur ,  u = 1,..., N (2) 

и нормальных составляющих скорости ча-

стиц: 
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где ρ0 – плотность окружающей среды; ρu – 

плотность среды внутри u-ой сферы. 

В формулах (2), (3) int

u  – комплексный 

потенциал внутри u-ой сферы, который 

также удовлетворяет уравнению Гельм-

гольца, но с волновым числом ku для среды 

внутри сферы: 

0int2int2  uuu k . 

Потенциал внешнего поля представляет-

ся в следующем виде: 

 )()()( scatin rrr  ,       (4) 

где in(r) – потенциал падающего поля; 

scat(r) – потенциал поля рассеяния, удовле-

творяющий условию излучения 

Зоммерфельда: 
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где i – мнимая единица. Данное условие со-

ответствует уходящим на бесконечность 
волнам (а именно, означает, что на беско-
нечности волна затухает) и выделяет един-

ственное решение уравнения (1) в классе 
обобщенных функций в неограниченной 
области. 

Для решения уравнения Гельмгольца (1) 

с граничными условиями (2) обобщена чис-

ленная техника разложения по мультипо-

лям [8], которая была разработана для слу-

чая звуконепроницаемых сфер с произволь-

ным комплексным сопротивлением. Данная 

техника позволяет достичь высокой точно-

сти получаемых результатов при минималь-

ных затратах машинного времени. 

На первом этапе проводится линеариза-

ция задачи. Для этого поле рассеяния пред-

ставляется в следующей форме: 





N

u

u

1

)(

scatscat )()( rr , 

где потенциал )(

scat

u  является регулярным 

вне u-ой сферы и удовлетворяет условию 

излучения Зоммерфельда. Отметим, что 

данные потенциалы вызывают изменения 

в поле рассеяния, вызванные u-ой сферой, 

но с учетом влияния всех остальных сфер. 

На втором этапе проводится разложение 

по мультиполям. Для этого вводятся систе-

мы отсчета, связанные с центрами сфер, и 

осуществляется переход к сферической си-

стеме координат ),,( uuuuu r  rrr  

(u = 1,..., N). Тогда получим следующие раз-

ложения потенциалов: 

Рис. 1. Схема и основные обозначения 

в разных системах отсчета для сфер 

с центрами, расположенными на одной оси: 

MS – монопольный источник излучения;  

M – расчетная точка; 
PW

n̂ – нормальный 

вектор к фронту плоской волны 
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Здесь mu

nA )( , mu

nE )(  – неизвестные коэф-

фициенты разложения по мультиполям; 

),()()( uu

m

nunu

m

n YkrhS r  – мультиполь по-

рядка n и степени m; hl(kr) – сферические 

функции Ханкеля 1-го типа; ),( uu

m

nY   – 

ортогональные сферические гармоники по-

рядка n и степени m; m

nC )in(
– коэффициенты 

разложения внешнего поля; )( u

m

nR r  

),()( uu

m

nun Ykrj   – регулярные фундамен-

тальные решения уравнения Гельмгольца 

в сферических координатах, связанные с u-й 

сферой; jn(kr) – сферические функции Бес-

селя 1-го типа. Вид специальных функций 

представлен, например, в справочнике [9]. 

На третьем этапе проводится повторное 

разложение по мультиполям. Для этого бе-

рется v-ая сфера и около нее ( || vuv || rrr  , 

где vrr   – центр сферы) мультиполи 

)( u

m

nS r  (u  v) разлагаются повторно в ряд 

регулярных фундаментальных решений: 
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(u, v = 1,…, N; u ≠ v; n = 0, 1,…; m = –n,…, n), 

(8) 

где )()|( uv

sm

lnRS r  – коэффициенты перехода 

при повторном разложении; 
uvuv rrr   – 

вектор, направленный от центра u-ой сферы  

к центру v-ой сферы. Данное повторное раз-

ложение возможно, поскольку около центра 

v-ой сферы ( vrr  ) все потенциалы )(

scat

u  

(u ≠ v) также являются регулярными. 

В осесимметричном случае последняя 

формула упрощается, поскольку коэффици-

енты повторного разложения зависят только 

от относительного расположения центров 

сфер, а не от углов: 
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mm

lnuv

m

ln RSrRS r . Благодаря 

соотношению симметрии  
m

ln

m

ln RSRS  )|()|(
 
(m = 0,1,…) 

и равенства  
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(l, n = 0,1,…; m = –n,…, n), 
данные осесимметричные коэффициенты 

достаточно вычислить для l ≥ n ≥ m ≥ 0 и 

u ≥ v. 

Потенциал (4) после проведенных раз-

ложений (5)–(8) подставляется в граничные 

условия (2), (3) и в результате некоторых 

преобразований задача сводится к решению 

2m + 1 независимых линейных систем (для 

каждого m) для определения неизвестных 

коэффициентов mu

nA )(
, через которые выра-

жаются также и неизвестные mu

nE )( . Данные 

системы удобно записать в матричном виде:  

L
m
A

m
 = D

m
 

(m = 0, ±1, ±2, ...), 
(9) 

где матрицы и вектора представляются как  

}{ )( mvum
LL  , }{ )( mvm

AA  , }{ )( mvm
DD    

(u, v = 1,…, N), 

элементы которых, в свою очередь, скомпо-

нованы следующим образом: 
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mv AA , 
T}{ )()( mv

n

mv DD  (u, v = 1,…, N;  

m = 0, ±1, ±2,..., l, n = |m|, |m| + 1, ...). 

Здесь знак «T» обозначает операцию 

транспонирования. Элементы данных мат-

риц вычисляются по следующим формулам: 
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где введены обозначения 
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В случае монопольного источника излу-

чения, расположенного в некоторой точке 

MS с r = rs, падающее поле, соответствую-

щее фундаментальному решению уравнения 

Гельмгольца, определяется по формуле: 
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, (10) 

где V0 – амплитуда объемной скорости (или 

производительность) монопольного источ-

ника. Здесь и далее опускается временной 

множитель e
–iωt

 (ω = kc0 – угловая частота 

внешнего поля). Положение монопольного 

источника задается расстоянием от него до 

центра 1-ой сферы |1 ss |||d rrr 
 
и сфери-

ческим углом между осью Oz и вектором 

rs – θs (рис. 1). Отметим, что в выбранной 

системе координат угол φs = ±π/2. Тогда 

разложение функции (10) около центра q-ой 

сферы (
qrr  ) определяется как [8]: 




 

 
0

0

)(

in )()(
n

n

nm

q

m

nqs

m

n

MS RSikV rrr . 

Сравнение последнего выражения с раз-

ложением (6) дает следующую формулу: 
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В случае плоской волны, распространя-

ющейся в направлении  insinˆ
PWn  

zy ˆcosˆsin inin   в плоскости Oyz ( ŷ , ẑ  – 

единичные вектора координатных осей Oy и 

Oz соответственно), падающее поле опреде-

ляется по формуле 
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r
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,    (11) 

где p0 – амплитуда плоской волны; rn PW
ˆ  – 

скалярное произведение векторов PWn̂  и 

r = (r, φ, θ) (знак «+» берется при cosθ ≥ 0, 

а «–» – при cosθ < 0); в выбранной системе 

координат значение φin = ±π/2. Разложение 

функции (11) около центра v-й сферы будет 

иметь следующий вид: 
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Сравнение последнего выражения с раз-

ложением (6) с учетом выбранной системы 

координат дает следующую формулу: 

),(
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C vr . 

Связь между акустическим давлением и 

потенциалом определяется следующим об-

разом: 





 00 i

t
p , 

что позволяет вычислить значения p, pscat, 

pin через соответствующие потенциалы 

с точностью до постоянной величины iωρ0. 

ЧИСЛЕННЫЙ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ 

В методе повторного разложения по 
мультиполям потенциалы раскладываются 

в ряды по специальным функциям, в ре-
зультате чего решение сводится к бесконеч-
номерным системам матричных уравне-

ний (9). В связи с чем при численной реали-
зации решения данной системы возникает 
вопрос об усечении рядов при разложении. 

В работе [10] для случая звуконепроницае-
мых сфер представлен метод усечения дан-
ной системы, позволяющий получить точ-

ное устойчивое численное решение задачи, 
а в работе [11] для случая звукопроницае-
мых сфер проведено сравнение подходов 

к усечению рядов в разложении. Показано, 
что результат с хорошей степенью точности 
с помощью одного расчета дает подход, ос-

нованный на усечении всех рядов при фик-
сированном числе Ntr в каждом разложении. 
Данное число в зависимости от параметров 

определяется одной из эмпирических фор-
мул, выведенных либо в работе [8]: 


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,]2/[

,][

uvuv

uvuv
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либо в работе [12]: 
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где [z] – целая часть числа z; ε – искомая 

ошибка, связанная с коэффициентами 

Фурье; e – число Эйлера. Если же необхо-

димо получить результат с определенной 

степенью точности, тогда применяется под-

ход, основанный на сравнении двух после-

довательных значений суммы ряда [13].  

В настоящей работе при усечении рядов 

была применена комбинация данных подхо-
дов: по эмпирическим формулам (12) и (13) 
определялось минимальное значение 

min(Ntr). Затем, начиная с этой минимальной 
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величины, точность расчета контролирова-
лась сравнением двух последовательных 

значений искомой суммы ряда (при n = Ntr и 
n = Ntr + 1). Как только их относительная по-
грешность становилась меньше некоторого 

значения , дальнейший расчет суммы ряда 
прекращался, и принималось значение при 
числе членов усечения ряда равном Ntr. 

В результате численного моделирования 

написаны программные коды на языке 

Fortran 90 [14]. Для вычисления специаль-

ных функций hl(z), jl(z), Pl(z) и их производ-

ных были адаптированы программные ко-

ды [15], написанные на языке Fortran 77. 

Рассмотрим случай сильного взаимодей-

ствия в системе, где основные параметры 

внутренней и внешней сред сопоставимы. 

Для этого исследуем систему из трех звуко-

проницаемых сфер с радиусами a1 = 0,9 мм, 

a2 = 1 мм и a3 = 1,1 мм и одинаковыми рас-

стояниями между соседними сферами 

χ2 = χ3 ≡ χ; χ – параметр, характеризующий 

расстояние между сферами – наименьшее 

расстояние между точками поверхности со-

седних сфер, отнесенное к радиусу 1-ой 

сферы. Тогда расстояние от центра 1-ой до 

остальных сфер определяется как: 

r12 = (1 + χ)a1 + a2 и r13 = (1 + 2χ)a1 + 2a2 + 

+ a3. Физические параметры зададим как: 

ρ0 = 10
3
 кг/м

3
; c0 = 1,5·10

3
 м/с; ρ1 = 1,1ρ0; 

c1 = 0,95·10
3
 м/с; f = 1350 кГц, что позволит 

в дальнейшем провести сравнение с данны-

ми работы [16] для одиночной звукопрони-

цаемой сферы. Отметим, что в данной рабо-

те задано отношение a/λ = 0,9, где λ = c0/f – 

длина волны во внешней среде. 

На рис. 2, а–в представлены диаграммы 

распределения модуля нормированного 

давления |p/pin| вокруг и внутри трех сфер 

в плоскости Oyz для трех различных рассто-

яний между сферами (значения параметра 

χ = 0,34; 2,36 и 5) в случае падения плоской 

волны  с PWn̂  = (1, 2π/3, 3π/2).  Центры  сфер 

лежат на пересечении горизонтальных и 
вертикальной прямых. На рис. 2, г 
для сравнения представлены также три диа-
граммы распределения давления для оди-
ночных сфер тех же радиусов, что и в слу-
чае системы трех сфер. Данные диаграммы 
позволяют наблюдать зоны повышения дав-
ления, появляющиеся за сферами с проти-
воположной к падающей волне стороны. 
На рис. 2, а все точки расчетной области 
имеют точность  = 0,1 % при Ntr = 17, а на 
рис. 2, б и в данная точность достигается 
уже при Ntr = 15. 

На рис. 3 для случаев, приведенных 

на рис. 2, показаны графики распределения 

нормированного давления |p/pin| вдоль осей, 

на которых лежат максимумы амплитуды 

давления – z = ytg(θin – π/2) – 
ur1 , в окрест-

ности каждой сферы. А именно, вдоль осей, 

проходящих через центр u-ой сферы парал-

лельно заданному вектору PWn̂ .  

                                       а                                б                                в                            г 

Рис. 2. Диаграммы распределения модуля нормированного давления |p/pin| в плоскости Oyz вокруг 

и внутри трех звукопроницаемых сфер, центры которых расположены на одной оси,  

при воздействии плоской волны с 
PW

n̂  = (1, 2π/3, 3π/2): 

а – χ = 0,34; б – χ = 2,36; в – χ = 5; г – три одиночные сферы 
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Из рис. 2 и 3 видно, что распределение 

давления вне и внутри сферы в случае трех 

сфер (N = 3) при увеличении расстояния 

между ними (при χ → ∞) стремится к рас-

пределению давления для одиночной сферы 

(N = 1) того же радиуса. При этом распреде-

ление давления, полученное для централь-

ной сферы, согласуется качественно и коли-

чественно с распределением для одиночной 

звукопроницаемой сферы (при a = a2), пред-

ставленным в теоретической работе [16]. 

Отметим, что увеличение радиуса сферы 

приводит к росту максимального значения 

давления за сферой. 

Далее проведем сравнение различных 

внешних воздействий на систему сфер, рас-

смотренных в предыдущем примере при 

χ = 1. На рис. 4, а–в представлены диаграм-

мы распределения модуля нормированного 

давления в случае монопольного источника 

излучения с θs = π/2, φs = 3π/2 и d = 5a1, 10a1, 

20a1 соответственно; а на рис. 4, г – в случае 

падения плоской волны с θin = φin = π/2. 

На рис. 5 приведены соответствующие гра-

фики распределения нормированного дав-

ления вдоль оси Oy, на которой лежит центр 

1-ой сферы. Видно, что максимальное зна-

чение при малых d ведет себя немонотонно: 

величина |p/pin| при d = 5a1 выше, чем при 

d = 10a1, которая меньше величины при 

d = 20a1. При дальнейшем увеличении d 

(d → ∞) кривая для монотонного источника 

стремится к кривой для плоской волны. 
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Рис. 3. Графики распределения нормированного  

давления |p/pin| для случаев трех сфер 

при χ = 0,34 (1); χ = 2,36 (2) и χ = 5 (3) и одиночной 

сферы (4) соответствующего радиуса вдоль осей: 

a – z = ytg(θin – π/2) для 1-ой сферы; 

б – z = ytg(θin – π/2) – 
12r  для 2-ой сферы; 

в – z = ytg(θin – π/2) – 
13r  для 3-й сферы 

              а                                               б                                                в                                                г 

Рис. 4. Диаграммы распределения модуля нормированного давления |p/pin| в плоскости Oyz вокруг 

и внутри трех звукопроницаемых сфер различных радиусов с центрами, расположенными на одной оси, 

при значении параметра χ = 1 и воздействии:  

а – монопольного источника с d = 5a1, θs = π/2, φs = 3π/2;  

б – монопольного источника с d = 10a1, θs = π/2, φs = 3π/2;  

в – монопольного источника с d = 20a1, θs = π/2, φs = 3π/2;  

г – плоской волны с θin = π/2, φin = π/2 
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Рассмотрим изменение распределения 

давления для различного значения числа 

сфер N при воздействии монопольного  

источника излучения с d = 10a1, θs = π/2, 

φs = 3π/2. К сфере радиуса a1 = 0,9 мм по-

следовательно добавляются сферы больше-

го радиуса au = a1 + 0,1(u – 1), при этом рас-

стояние между соседними сферами является 

постоянной величиной (χ = 1). На рис. 6 

представлены графики для N = 1, 2, 3, 5. 

Видно, что в данном случае наличие других 

сфер увеличивает максимальное значение 

давления за 1-ой сферой для нескольких 

близлежащих сфер. По мере увеличения 

расстояния между 1-ой и u-ой сферами дан-

ное влияние уменьшается. 

 
Исследуем влияние различных физиче-

ских параметров внешней и внутренней 

сред, представленных в табл. 1.  

Таблица 1  

Плотность ρ и скорость звука c различных сред 

при 20 C 

Вещество ρ, кг/м
3
 с, м/с 

Воздух 1,205 343,1 

Вода 998 1484 

Глицерин 1260 1923 

 
На рис. 7 представлены кривые распре-

деления давления вдоль оси z = 0 для трех 

сфер с a1 = 0,9 мм, a2 = 1 мм, a3 = 1,1 мм и 

χ = 1 при воздействии монопольного источ-

ника излучения с d = 20a1, θs = π/2, φs = 3π/2 

для двух различных значений частот 

f = 100 кГц и 1 МГц. Рассмотрено акустиче-

ское рассеяние от воздушных пузырьков в 

воде, капель воды в воздухе, капель глице-

рина в воде и капель воды в глицерине. 

Вдали от резонанса при малых значениях 

волнового радиуса ka << 1 распределение 

давления вокруг воздушных пузырьков в 

воде (ρ0 >> ρu) аналогично распределению 

давления вокруг мягких звуконепроницае-

мых сфер [16]. В случае капель воды в воз-

духе (ρ0 >> ρu) для малых волновых чисел 

распределение давления во внешней среде 

аналогично распределению давления вокруг 

жестких звуконепроницаемых сфер. Из 

рис. 7, а видно, что в случае, когда физиче-

ские параметры внешней и внутренней сред 

мало отличаются (плотность глицерина на 

26 % больше плотности воды, а скорость 

звука – больше на 30 %), то рассеяние прак-

тически отсутствует при малых числах ka. 

Однако, при большей частоте (соответ-

ственно, большем значении ka) рассеяние 
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Рис. 7. Графики распределения нормированного  

давления |p/pin| вдоль оси z = 0 для трех сфер  

и монопольного источника излучения в случаях  

 воздушных пузырьков в воде (1); капель воды  

в воздухе (2); капель глицерина в воде (3);  

капель воды в глицерине (4): 

a – f = 100 кГц; б – f = 1 МГц 

Рис. 6. Графики распределения нормированного 

давления |p/pin| вдоль оси z = 0 для различного числа 

сфер: N = 1 (1); N = 2 (2); N = 3 (3); N = 5 (4) 

Рис. 5. Графики распределения нормированного 

давления |p/pin| вдоль оси z = 0 для трех сфер 

и различных внешних воздействий:  

монопольный источник излучения с θs = π/2, 

φs = 3π/2, d = 5a1 (1), d = 10a1 (2), d = 20a1 (3) и 

плоская волна с θin = π/2, φin = π/2 (4) 
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становится значительным (рис. 7, б). При-

чем в случае капель воды в глицерине (ко-

гда жидкость внутри капли имеет плотность 

и скорость звука меньше окружающей сре-

ды) распределение давления как внутри, так 

и снаружи сфер, более существенно, чем в 

случае капель глицерина в воде. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе обобщена численная техника 

разложения потенциала поля по мультипо-

лям на случай акустического рассеяния от 

множества звукопроницаемых сфер с цен-

трами, расположенными на одной оси, при 

внешнем воздействии. Представленная ма-

тематическая модель позволяет рассмотреть 

рассеяние как плоской волны, падающей 

под произвольным углом к оси, соединяю-

щей центры сфер, так и сферической волны 

от монопольного источника излучения, 

произвольным образом расположенного 

в пространстве. 

Диаграммы, построенные в случае мно-

жества сфер, в настоящей работе получены 

впервые и позволяют с высокой точностью 

наглядно продемонстрировать полную кар-

тину распределения давления вне и внутри 

системы сфер, в том числе для определения 

зон понижения и повышения давления. 

Результаты, полученные с помощью 

обобщенной численной методики, хорошо 

согласуются с известными теоретически-

ми [16] данными. Корректность расчетов 

подтверждается также тем, что при увели-

чении расстояния между сферами распреде-

ление давления внутри и вне отдельной 

сферы системы стремится к распределению 

давления для одиночной звукопроницаемой 

сферы того же радиуса, а также, что при 

увеличении расстояния от монопольного 

источника излучения до системы сфер рас-

пределение давления внутри и вне сфер 

стремится к распределению давления для 

случая падения плоской волны под тем же 

углом к оси, соединяющей центры сфер, что 

и угол между данной осью и осью, соеди-

няющей монопольный источник и центр 

первой сферы. 

В результате численного анализа систе-

мы звукопроницаемых сфер были получены 

следующие результаты: 

 в рассмотренных случаях увеличение 

радиуса сферы приводит к росту макси-

мального значения давления за сферой; 

 при малых волновых числах в случае, 

когда физические параметры внешней и 

внутренней сред мало отличаются, рассея-

ние практически отсутствует, а при боль-

ших волновых числах – становится суще-

ственным, когда плотность и скорость звука 

внутри сфер меньше соответствующих па-

раметров внешней среды; 

 при малых волновых числах вне резо-

нанса распределение давления вокруг воз-

душных пузырьков в воде аналогично рас-

пределению давления вокруг мягких звуко-

непроницаемых сфер; 

 при малых волновых числах для слу-

чая капель воды в воздухе распределение 

давления во внешней среде аналогично рас-

пределению давления вокруг жестких зву-

конепроницаемых сфер. 

Полученные результаты позволят про-

водить тестовые расчеты для верификации 

общего численного алгоритма для случая 

множества произвольно расположенных 

в пространстве звукопроницаемых сфер 

разных радиусов. 
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