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Аннотация. Рассматривается методика применения метода сплайн-функций степени 5 для анализа спек-
тра частот собственных колебаний прямого стержня при различных способах закрепления его концов. 
На примере решения ряда тестовых задач, имеющих точное аналитическое решение, анализируются 
возможности предлагаемого метода. Показано, что реализованный алгоритм применения метода 
сплайн-функций степени 5 позволяет определять значения собственных частот с весьма высокой точно-
стью, ограничением которой являются только возможности современных компьютеров. 
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ВВЕДЕНИЕ 

При проектировании конструкций часто 

возникает задача определения частот собствен-

ных колебаний стержней. Существующие ме-

тоды их расчета не всегда обеспечивают требу-

емую точность. В данной статье излагается но-

вый метод расчета частот собственных колеба-

ний стержней, базирующийся на алгебраи- 

ческих сплайнах степени 5 дефекта 1 и позволя-

ющий достигать, как показано ниже, весьма вы-

сокой точности расчетов, ограничением кото-

рой являются только возможности современных 

компьютеров. 

Автор считает, что метод сплайнов степени 5, 

возможности которого будут продемонстриро-

ваны ниже, весьма перспективен для его приме-

нения в современных вычислительных комплек-

сах, и для обоснования этого утверждения напи-

сана данная статья. 

Возможности предлагаемого метода оценива-

ются на тестовой задаче о свободных поперечных 

колебаниях прямого однородного стержня с посто-

янными жесткостью constEI  и погонной мас-

сой const , традиционно описываемых диффе-

ренциальным уравнением четвертого порядка [1]: 
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где ),( txww  ‒ функции от координаты x  

и  времени  t   перемещения  точек осевой линии 

вдоль оси Z ; )(x  ‒ масса единицы длины 

стержня; E  ‒ модуль упругости материала; I  ‒

момент инерции поперечного сечения стержня 

относительно центральной оси сечения, перпен-

дикулярной к плоскости колебаний. 

Уравнение (1) содержит производные до чет-

вертого порядка включительно, поэтому при его 

решении целесообразно применять функции без 

разрывов производных до четвертого порядка 

включительно. 

Такому требованию удовлетворяют сплайны 

степени 5 дефекта 1, методика построения и при-

менения которых для решения задач о статиче-

ском деформировании стержней изложена в ра-

ботах [2–5]. Отметим, что до настоящего вре-

мени сплайны степени 5 дефекта 1 редко приме-

нялись для анализа колебаний стержней. 

Поэтому в данной статьей была решена задача 

оценки их возможностей для расчета частот соб-

ственных колебаний прямого стержня. При этом 

в качестве эталонов при оценке точности вы-

браны задачи о колебаниях стержней с различ-

ными способами закрепления по концам. 

Для объективности возможности по точно-

сти предлагаемого автором варианта метода 

сплайнов, сопоставим с возможностями широко 

распространенного вычислительного комплекса 

ANSYS, который считается одним из самых 

мощных в мире. 
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1. ОЦЕНКА ТОЧНОСТИ ПАКЕТА ANSYS

ПРИ РАСЧЕТЕ ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ 

КОЛЕБАНИЙ ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ 

1.1. Тестовый пример и результаты расчетов 

В технической документации вычислитель-

ного комплекса ANSYS приводится текст про-

граммы VM50, на основе которой создатели па-

кета ANSYS оценивают его точность при реше-

нии задачи о свободных колебаниях прямого 

стержня шарнирно закрепленного по концам. 

Исходные данные в задаче VM50 заданы в 

американской системе единиц: длина стержня 

in80l , поперечное сечение квадратное hb

при in2 hb , модуль упругости материала 

psi1030 6E , плотность материала 

424 /sec1028,7 in . В документации по ANSYS 

численное решение сопоставляется с известным 

точным решением, для которого при рассматри-

ваемых условиях закрепления стержня круговые 

частоты собственных колебаний определяются 

формулой [1]: 
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где  m  – номер формы колебаний; l  ‒ длина 

стержня; I  ‒ осевой момент инерции попереч-

ного сечения; A  ‒ площадь поперечного сечения 

стержня; E  ‒ модуль упругости материала 

стержня;   ‒ плотность материала стержня. 

Для объективной оценки точности по про-

грамме VM50 были выполнены расчеты частот 

собственных колебаний   для 1-ой, 2-ой, 3-ей, 

5-ой и 10-ой форм колебаний на сетках различ-

ной размерности при числе конечных элементов 

19,...,3,2,2  kM k
. 

Точность расчетов оценим десятичным лога-

рифмом абсолютного значения относительной 

ошибки ||lg  : 

|/)(|lg||lg TT  , (3) 

где   ‒ расчетное значение круговой ча-

стоты собственных колебаний; T  ‒ точное зна-

чение круговой частоты собственных колебаний, 

Результаты численных расчетов в пакете 

ANSYS для различных форм собственных коле-

баний стержня представлены на рис. 1 графи-

ками зависимостей логарифма относительной 

ошибки  ||lg   от десятичного логарифма 

Mlg  числа конечных элементов M  вдоль 

длины. 

Рис. 1. 

1.2. Анализ результатов 

Из рис. 1 видно, что погрешность расчета ча-

стот собственных колебаний практически не за-

висит от числа конечных элементов M . При 

этом для первой формы собственных колебаний 

( 1m ) относительная ошибка имеет порядок 
3101   ( )3||lg  , а для десятой формы по-

тери устойчивости ( )10m  относительная 

ошибка больше величины 
1101   ( 1||lg  ). 

Таким образом, на примере данной конкрет-

ной задачи показано, что при решении задачи о 

собственных колебаниях стержня пакет ANSYS 

демонстрирует весьма посредственные характе-

ристики: 

 максимальная точность расчета частот

собственных колебаний стержня в пакете AN-

SYS по схеме VM50 для первой формы колеба-

ний лишь на уровне трех значащих цифр, 

 а для десятой формы ‒ всего лишь одна

значащая цифра. 

1.3. Выводы о возможностях ANSYS 

Проведенное исследование показывает, что из-

вестный вычислительный комплекс ANSYS, бази-

рующийся на методе конечных элементов, удобен 

для инженерных расчетов, но не всегда может дать 

результаты с высокой точностью. Поэтому оста-

ется актуальной задачей разработка и других чис-

ленных методов расчета конструкций на колеба-

ния с последующим созданием на их основе соот-

ветствующих вычислительных комплексов. 

В идеале любую конструкцию необходимо 

рассчитывать различными методами и сопостав-

лять полученные результаты, что позволит с 

большей вероятностью получить действительно 

верное решение. 
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2. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ МЕТОДА

СПЛАЙНОВ СТЕПЕНИ 5 ДЕФЕКТА 1 

При построении сплайна степени 5 дефекта 1 

[2] на отрезке ],[ ba  формируется сетка  : 

bxxxa N  ...: 21 , (4) 

имеющая N  узлов. На данной сетке строится 

сплайн-функция )(1,5 xW  степени 5 дефекта 1, 

имеющая 4 NNs  степеней свободы. 

В пределах каждого отрезка 

1...,,1],,[ 1  Nixx ii  сплайн-функция 

)(1,5 xW  является многочленом пятой степени 
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Согласно [2], параметры, определяющие 

сплайн, сведены в вектор-столбец Q  из 

4 NNs  параметров сплайна: 

T
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где 
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В узлах сетки   рассматриваются значения 

сплайн-функции )(1,5 xW  и ее производные до 

четвертого порядка включительно: 
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Из них формируются векторы-столбцы: 
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Векторы узловых значений сплайн-функции 

)(1,5 xW  и ее производных определим согласно 

[2] матричными выражениями: 
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где fdfdfddff 432 ,,,, MMMMM ‒ прямо-

угольные матрицы размера )4(  NN , форми-

руемые по методике, изложенной в [2]. 

3. МОДЕЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ,

ИМЕЮЩИЕ ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ 

Для оценки точности метода сплайнов при 

расчете частот собственных колебаний рассмот-

рим прямой стержень при различных способах 

его закрепления по концам, имеющий длину 

м2l  и прямоугольное поперечное сечение 

шириной м03,0b  и высотой м02,0h . Мо-

дуль упругости материала стержня  

Па102 11E  и плотность. 
33 кг/м1085,7  . 

Решение уравнения (1) ищем [1] в виде: 

txWw  sin)( ,                            (11) 

где  )(xW  ‒ форма колебаний.   ‒ частота 

собственных колебаний. 

После подстановки (11) в (1) запишем 
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После преобразования из (12) получаем: 
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где 

EI
a

2
4 
 .  (14) 

Согласно [1], общее решение уравнения (13) 

имеет вид: 

,
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где 4321 ,,, CCCC  ‒ постоянные интегриро-

вания, определяемые из краевых условий. 

3.1. Стержень, шарнирно закрепленной 

по концам 

Для рассматриваемого стержня имеем че-

тыре краевых условия: 
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при которых получаем [1] ряд решений уравне-

ния (13) относительно a : 

...,2,1,/  mlmam .         (17) 
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Подставив (17) в (14), после ряда преобразо-

ваний получим выражение для вычисления соб-

ственных частот колебаний ...,2,1,  nn . 
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3.2. Стержень, защемленный по концам 

Рассматривается стержень, защемленный на 

левом при x = 0 и правом при x = l  концах. Для 

такого стержня краевых условия имеют вид: 
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При условиях (19) значения ma  параметра a

являются [1] решением трансцендентного урав-

нения: 

02)(cos  alal eeal .    (20) 

3.3. Стержень, защемленный на левом конце 

и шарнирно опертый на правом 

Рассматривается стержень, защемленный на 

левом конце при 0x  и шарнирно опертый на 

правом при x = l . Для такого стержня краевые 

условия имеют вид: 
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При условиях (19) значения ma  параметра a

являются [1] решением трансцендентного урав-

нения: 

0)(cos)(sin   alalalal eealeeal .   (22) 

3.4. Стержень с жестким закреплением слева 

и свободным правым концом 

Рассматриваемый стержень жестко закреп-

лен на левом конце при 0x  и имеет свободный 

правый конец при lx  . Для такого стержня кра-

евые условия имеют вид: 
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При условиях (23) значения ma  параметра a

являются [1] решением трансцендентного урав-

нения: 

01chcos alal .         (24) 

4. ДИСКРЕТНЫЙ АНАЛОГ УРАВНЕНИЯ

СОБСТВЕННЫХ ФОРМ ПОПЕРЕЧНЫХ  

КОЛЕБАНИЙ ШАРНИРНО ЗАКРЕПЛЕННОГО 

СТЕРЖНЯ И РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ 

РАСЧЕТОВ КРУГОВЫХ ЧАСТОТ  

ЕГО СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 

На основе соотношений (10) построим дис-

кретный аналог дифференциального уравнения 

(13) для вычисления частот   собственных ко-

лебаний стержня: 

04  QMQM ffd , (25) 

где введено обозначение 
4a .   (26) 

Система уравнений (25) имеет N  уравнений

при 4N  неизвестных. 

Дополним (25) уравнениями, учитываю-

щими краевые условия (16): 

0AQ , (27) 

где A  ‒ прямоугольная матрица размера 

)4(4  N , которая заполняется согласно (16) 

компонентами из соответствующих строк мат-

риц fM  и fd 2M : 





















.4...,,1,

,

,

,

2

,,4

,,3

2

,1,2

,1,1

NjMA

MA

MA

MA

fd

jNj

f

jNj

fd

jj

f

jj

(28) 

Преобразуем (25) таким образом, чтобы в по-

лученной системе алгебраических уравнений 

число неизвестных стало равным N . 

Для этого из первых четырех столбцов мат-

рицы A  сформируем квадратную матрицу B  

размера 44 : 

4...,,1,4...,,1,,,  jiAB jiji .    (29) 

Далее определим матрицу C , обратную к 

матрице B  

-1BC  .     (30) 

Умножим слева матрицу A  на матрицу C  и 

получим матрицу A
~

CAA 
~

,   (31) 

в которой первые четыре столбца представляют 

собой единичную матрицу. 

Используя матрицу A
~

, обнулим первые че-

тыре столбца матриц fdf 4,MM , применяемых в 

матричном уравнении (25). При этом получим 

квадратные матрицы fdf 4

~
,

~
MM  размера NN : 
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









)....,,1,,
~

(
~

),...,,1,,
~

(
~

4

,4

,

NjiM

NjiM
fd

jifd

f

jif

M

M
         (32) 

Их коэффициенты формируются по форму-

лам: 































....,,1,...,,1

,
~~

,
~~

4

1

4,

4

,

4

4,

4

,

4

1

4,,4,,

NjNi

AMMM

AMMM

k

jk

fd

ki

fd

ji

fd

ji

k

jk

f

ki

f

ji

f

ji

         (33) 

Введем в рассмотрение вектор-столбец 

параметров сплайна 

T

k NkQ )...,,2,1,
~

(
~

Q , (34) 

компоненты которого определяются по компо-

нентам вектора Q : 

NkqQ kk ...,,2,1,
~

4   . (35) 

На основе fdf 4

~
,

~
MM  и вектора Q

~
 уравнение 

(25) принимает вид: 

0
~~~~

4  QMQM ffd . (36) 

Умножив уравнение (36) на матрицу 
1~ 

fM , 

обратную к матрице fM
~

, получим: 

0
~~~~

4

1  QEQMM fdf , (37) 

Где E  ‒ единичная матрица. 

Введем обозначения: 

fdf 4

1 ~~
MMD  ,      (38) 

где D  ‒ квадратная матрица размера NN  . 

При обозначениях (38) уравнение принимает 

вид 

0
~

)(  QED .     (39) 

Система имеет решения только при условии, 

что   являются собственными числами мат-

рицы D . Определив значения  , на основе (14) 

и (26), получим формулу 

 /EI           (40) 

и вычислим частоты   собственных колебаний. 

Точность расчетов оценим десятичным лога-

рифмом абсолютного значения относительной 

ошибки ||lg  : 

TT  /)(lg||lg , (41) 

где   ‒ расчетное значение, T  ‒ точное 

значение частоты собственных колебаний 

Результаты численных расчетов методом 

сплайнов для первых десяти форм собственных 

колебаний представлены на рис. 2 графиком за-

висимости ||lg   от десятичного логарифма 

Mlg , где M  ‒ число отрезков сетки узлов 

сплайна, определяемое формулой 1 NM . 

Рис. 2. 

Вид зависимости Mlg|~|lg  на рис. 2 по-

казывает, что реализованный метод сплайнов ха-

рактеризуется вторым порядком сходимости [2]. 

5. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

ЧАСТОТ СОБСТВЕННЫХ ПОПЕРЕЧНЫХ  

КОЛЕБАНИЙ С РАЗЛИЧНЫМИ СПОСОБАМИ 

ЗАКРЕПЛЕНИЯ ЕГО КОНЦОВ 

5.1. Стержень, защемленный по концам 

На рис. 3 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок численного 

расчета частот собственных колебаний при пер-

вых десяти формах .для стержня, защемленного 

по концам. 

Рис. 3. 

Видно (рис. 3), что для данных способов за-

крепления реализованный метод характеризу-

ется вторым порядком сходимости [2]. 
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5.2. Стержень, защемленный на левом конце 

и шарнирно опертый на правом 

На рис. 4 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок численного 

расчета частот собственных колебаний при пер-

вых десяти формах .для стержня, защемленного 

на левом конце и шарнирно опертого на правом. 

Рис. 4. 

Видно (рис. 4), что реализованный метод ха-

рактеризуется вторым порядком сходимости [2]. 

5.3. Стержень, с жестким закреплением слева 

и свободным правым концом 

На рис. 5 представлены в координатах 

Mlg|~|lg   зависимости ошибок расчета ча-

стот собственных колебаний при первых десяти 

формах .для стержня, защемленного на левом 

конце и имеющего свободный правый конец. 

Рис. 5. 

Видно (рис. 5), что для данных способов за-

крепления реализованный метод характеризу-

ется вторым порядком сходимости [2]. 

Из рис. 2–5 видно, что при всех способах за-

крепления стержня точность вычисления ча-

стоты собственных колебаний стержня практи-

чески одинакова. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье представлены результаты 

разработки нового метода расчета частот соб-

ственных колебаний стержня, базирующегося на 

сплайнах степени 5 дефекта 1. 

Разработанный метод характеризуется вто-

рым порядком сходимости и высокой точностью, 

ограничением которой являются только возмож-

ности современных компьютеров. Это видно из 

рис. 2–5, где с увеличении числа отрезков M  

сетки узлов имеет место уменьшение вычисли-

тельной погрешности   на всем рассмотрен-

ном диапазоне М. В итоге при числе отрезком 

сетки 8192M  относительная погрешность 

  расчета частот собственных колебаний по 

первым десяти формам не превышает 
6101  . 

При этом процесс увеличения величины M  был 

прекращен только из-за ограничения оператив-

ной памяти компьютера и слишком большого 

времени выполнения расчетов. 

Дальнейшие исследования предполагается 

продолжить в направлении исследования воз-

можности разработанного метода сплайнов для 

определения частот собственных колебаний 

стержня при переменном поперечном сечении 

стержня. 
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