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Аннотация. Описывается численный эксперимент, проведенный над результатами 
приближенного решения некоторых задач вычислительной математики. В частности, 
сравниваются уточненные результаты, полученные различными методами интегри-
рования. Для нахождения определенного интеграла используются такие численные 
методы как левых, правых, средних прямоугольников, трапеций и парабол. Также 
рассмотрена задача суммирования степенного ряда. Для уточнения вычисленных ре-
зультатов задач численного интегрирования и ускорения сходимости ряда применяют-
ся экстраполяционные методы. Численная фильтрация полученных результатов позво-
ляет уточнить их на несколько порядков и провести надежную оценку погрешности. 

Ключевые слова: экстраполяция; численная фильтрация; метод Ричардсона; метод 
Эйткена; численный эксперимент; численное интегрирование. 

 
ВВЕДЕНИЕ 

На сегодняшний день мы все чаще и чаще сталкиваемся с необходимостью «предсказы-
вать» будущее. Например, нам всем нужно знать прогноз погоды на ближайшее время. Это 

одна из задач, которую решают методы экстраполяции. Предполагается, что данные и 
наблюдения в будущем будут похожи на те, которые уже известны. Так и происходит 
нахождение неизвестной информации.  

Существует множество методов экстраполяции. Наиболее часто используются линейная 
экстраполяция, методы Нэвилла, Эйткена, правило Ричардсона, -алгоритм,  -алгоритм, ме-
тод численной фильтрации и другие. В данной статье мы затронем некоторые из них. 

ЭКСТРАПОЛЯЦИЯ И ЧИСЛЕННАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ В ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ТЕХНИКЕ 

В современном мире практически все математические задачи решаются с помощью ком-
пьютеров. В том числе и задачи экстраполяции. Но с этим возникают и новые трудности, ко-
торые необходимо преодолеть. 

Представим математическую модель погрешности, которая используется для большин-
ства возможных случаев 

  1

1 ... Lk k

n Lz z c n c n n      , (1) 

где z – точное значение; zn – приближенный результат, полученный при числе узловых точек 
равном n; kj – произвольные действительные числа (k1 < k2 < … <kn). Такая зависимость имеет 
место при применении многих численных методов.  

В  n  может входить остаточный член, погрешность округления и многие другие со-
ставляющие, обусловленные как численным методом, так и конкретной программной реали-
зацией. Можно сделать вывод о том, что  n  не стремится к нулю, поэтому ее нельзя счи-
тать малой величиной и пренебрегать ей. Для последовательного устранения компонент по-
грешности используют такой метод, как численная фильтрация. Если известен показатель 
степени слагаемого, данная задача решается точно. 
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 УТОЧНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ ПО ПРАВИЛУ РИЧАРДСОНА 

Правило Ричардсона является одним из наиболее распространенных способов экстрапо-

ляции, его активно используют в математике, физике, экономике и других науках. Данное 

правило позволяет повысить порядок точности численных расчетов или ускорить сходи-

мость рядов.  

Проведем численный эксперимент для вычисления определенного интеграла ( )

b

a

f x dx  

для функции ( ) sin( )f x x  на отрезке интегрирования 






 

2
;0 . Разобьем отрезок на n частей, и 

их количество будем увеличивать в Q раз (Q = 2). 

Для нахождения определенного интеграла используем такие численные методы как ле-

вых, правых, средних прямоугольников, трапеций и парабол.  

Нахождение уточненных значений по правилу Ричардсона 

 
/

1

n n Q

n k

z z
z z

Q


 


 (2) 

и оценки погрешностей проведем в Excel. Здесь n – количество отрезков; zn – приближенный 

результат, полученный численными методами интегрирования при определенном n; ∆ – раз-

ница между приближенными значениями на текущем и предыдущем шаге; K∆ ≈ 2
k
, где k – 

порядок точности численного метода интегрирования. Значения zn
(1)

, zn
(2)

, zn
(3)

, zn
(4)

 – отфиль-

трованные один, два, три, четыре раза значения по формуле (2). 

Для удобства результаты фильтрации и оценку погрешности будем представлять на графи-

ке, где ось абсцисс – это десятичные логарифмы от n (количество отрезков), а ось ординат – 

десятичные логарифмы абсолютных величин погрешностей. Цифрой 1 обозначена зависи-

мость погрешностей результатов, отфильтрованных один раз, цифрой 2 – два раза и т.д. 

Таблица  1  

Уточнение по методу Ричардсона. Метод левых прямоугольников: первая фильтрация (zn, zn
(1)

) 

n zn ∆0 K∆0 zn
(1) 

∆1 K∆1 

2 0,555360367 
     

4 0,79076626 2,35E–01 
 

1,026172153 
  

8 0,898610401 1,08E–01 2,18E+00 1,006454543 –1,97E–02 
 

16 0,950109295 5,15E–02 2,09E+00 1,001608189 –4,85E–03 4,07E+00 

32 0,975255502 2,51E–02 2,05E+00 1,000401708 –1,21E–03 4,02E+00 

64 0,987677954 1,24E–02 2,02E+00 1,000100406 –3,01E–04 4,00E+00 

128 0,993851527 6,17E–03 2,01E+00 1,0000251 –7,53E–05 4,00E+00 

256 0,996928901 3,08E–03 2,01E+00 1,000006275 –1,88E–05 4,00E+00 

512 0,998465235 1,54E–03 2,00E+00 1,000001569 –4,71E–06 4,00E+00 

1024 0,999232814 7,68E–04 2,00E+00 1,000000392 –1,18E–06 4,00E+00 

2048 0,999616456 3,84E–04 2,00E+00 1,000000098 –2,94E–07 4,00E+00 

4096 0,99980824 1,92E–04 2,00E+00 1,000000025 –7,35E–08 4,00E+00 

8192 0,999904123 9,59E–05 2,00E+00 1,000000006 –1,84E–08 4,00E+00 

16384 0,999952062 4,79E–05 2,00E+00 1,000000002 –4,60E–09 4,00E+00 

32768 0,999976031 2,40E–05 2,00E+00 1 –1,15E–09 4,00E+00 

65536 0,999988016 1,20E–05 2,00E+00 1 –2,87E–10 4,00E+00 

131072 0,999994008 5,99E–06 2,00E+00 1 –7,18E–11 4,00E+00 

262144 0,999997004 3,00E–06 2,00E+00 1 –1,79E–11 4,00E+00 

524288 0,999998502 1,50E–06 2,00E+00 1 –4,54E–12 3,95E+00 

1048576 0,999999251 7,49E–07 2,00E+00 1 –1,13E–12 4,01E+00 

2097152 0,999999625 3,75E–07 2,00E+00 1 –1,92E–13 5,90E+00 

4194304 0,999999813 1,87E–07 2,00E+00 1 –2,35E–13 8,17E–01 

8388608 0,999999906 9,36E–08 2,00E+00 1 2,45E–13 –9,59E–01 

16777216 0,999999953 4,68E–08 2,00E+00 1 –3,39E–13 –7,23E–01 
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Таблица 2  

Уточнение по методу Ричардсона. Метод левых прямоугольников:  

вторая, третья и четвертая фильтрация (zn
(2)

, zn
(3)

, zn
(4)

) 

n zn
(2)

 ∆2 K∆2 zn
(3)

 ∆3 K∆3 zn
(4)

 

2 
      

 

4 
      

 

8 0,999882006 
     

 

16 0,999992738 1,11E–04 
 

1,00000012 
  

 

32 0,999999548 6,81E–06 1,63E+01 1,000000002 –1,18E–07 
 

1 

64 0,999999972 4,24E–07 1,61E+01 1 –1,82E–09 6,50E+01 1 

128 0,999999998 2,65E–08 1,60E+01 1 –2,83E–11 6,42E+01 1 

256 1 1,65E–09 1,60E+01 1 –4,39E–13 6,45E+01 1 

512 1 1,03E–10 1,60E+01 1 –7,77E–15 5,64E+01 1 

1024 1 6,46E–12 1,60E+01 1 –1,89E–15 4,12E+00 1 

2048 1 4,05E–13 1,59E+01 1 1,89E–15 –1,00E+00 1 

4096 1 2,32E–14 1,75E+01 1 –2,22E–15 –8,50E–01 1 

8192 1 1,24E–14 1,87E+00 1 1,18E–14 –1,89E–01 1 

16384 1 –1,44E–14 –8,62E–01 1 –1,63E–14 –7,21E–01 1 

32768 1 5,44E–15 –2,65E+00 1 6,77E–15 –2,41E+00 1 

65536 1 1,59E–14 3,43E–01 1 1,67E–14 4,07E–01 1 

131072 1 –9,77E–15 –1,63E+00 1 –1,15E–14 –1,44E+00 1 

262144 1 1,73E–14 –5,64E–01 1 1,91E–14 –6,05E–01 1 

524288 1 –7,17E–14 –2,41E–01 1 –7,76E–14 –2,46E–01 1 

1048576 1 4,55E–15 –1,58E+01 1 9,66E–15 –8,03E+00 1 

2097152 1 1,21E–13 3,75E–02 1 1,29E–13 7,49E–02 1 

4194304 1 –2,49E–13 –4,87E–01 1 –2,74E–13 –4,71E–01 1 

8388608 1 4,05E–13 –6,16E–01 1 4,49E–13 –6,10E–01 1 

16777216 1 –5,34E–13 –7,59E–01 1 –5,96E–13 –7,52E–01 1 

 

По аналогии будем заполнять таблицы для всех последующих численных методов. 

 
Рис. 1. Экстраполяция по методу Ричардсона. Метод левых прямоугольников 

Заметим, что почти приближенное значение к единице мы получаем при разбиении  

на 8 отрезков и второй фильтрации. А при разбиении на 16 отрезков и третьей фильтрации 

получается число еще ближе к 1. 

Проведем расчет уточненного значения определенного интеграла по методу левых 

прямоугольников с применением правила Ричардсона. Найдем интеграл с шагом 2h и точка-
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ми 420 ,, xxx , а затем с шагом h и точками 43210 ,,,, xxxxx . Найдем уточненное значение по 

формуле (2). 

 
 1 2

2 2 2 2 0 2 0 1 2 3 1 31
2 2 2 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

0.5 1

h h
n h h h h h h

z z
z z z z z z z h f f h f f f f h f f


                


. (3) 

Уточнение расчета метода левых прямоугольников с порядком точности равным единице 

привело к формуле средних прямоугольников с порядком точности равным двум. 

 

Рис. 2. Экстраполяция по методу Ричардсона. Метод средних прямоугольников 

Заметно, что угол наклона прямых относительно оси абсцисс на графике (рис. 2) больше, 

чем на графике на рис. 1. 

 

Рис. 3. Экстраполяция по методу Ричардсона. Метод трапеций 

Также проведем расчет уточненного значения определенного интеграла по методу 

трапеций с применением правила Ричардсона. Найдем интеграл с шагом 2h и точками 

420 ,, xxx , а затем с шагом h и точками 43210 ,,,, xxxxx . Найдем уточненное значение по фор-

муле (2). 

  1 2 0 04 4
2 2 2 2 1 2 3 22

4 1 1
( 2 ) (4 ) (4 2 )

0.5 1 3 3 3 2 2 2 2

h h
n h h h h h h

z z f ff f
z z z z z z z h f f f h f

    
                     

. 



 
ИНФОР МАТ ИК А,  В ЫЧИСЛ И ТЕЛЬНАЯ  ТЕХНИК А И УП РАВЛЕН ИЕ  128 

Тогда 

 
 1

0 1 2 3 4 0 2 4 0 1 2 3 4

1 1
(2 4 4 4 2 2 ) ( 4 2 4 )

3 3
nz h f f f f f f f f h f f f f f             . (4) 

Данное уточнение расчета метода трапеций с порядком точности равным двум привело к 

формуле парабол с порядком точности равным четырем. 

 

Рис. 4. Экстраполяция по методу Ричардсона. Метод парабол 

Угол наклона прямых относительно оси абсцисс на графике (рис. 4) стал еще больше. 

Из проведенного выше эксперимента можно сделать вывод о том, что метод Ричардсона 

довольно эффективный. Численная фильтрация компонент погрешности результатов расче-

тов позволила увеличить их точность до 10
–15

. 

УТОЧНЕНИЕ ПО ПРАВИЛУ ЭЙТКЕНА 

В численном анализе 
2
 – Эйткена или экстраполяция Эйткена – это метод последова-

тельного ускорения, используемый для ускорения скорости сходимости последовательности. 

Он назван в честь Александра Эйткена, который ввел этот метод в 1926 году. 

Но для применения метода Ричардсона должен быть известен порядок точности. В слу-

чае, когда это значение неизвестно (предположим, что порядок точности существует, но не-

известен), тогда, имея в распоряжении расчеты на трех и более номерах последовательности, 

можно использовать модификацию правила Ричардсона, которая называется методом Эйтке-

на или 
2
-алгоритмом.  

Если вычислить три значения z1, z2, z3 при трех номерах последовательности n, nQ, nQ
2
  

(Q > 1), можно составить систему уравнений, и найти из нее z. 

 

1 1

2 1

2

3 1

,

,

.

k

k k

k k

z z c n

z z c n Q

z z c n Q



 

 

  


 
  

 (5)

 

 
 

2

3 23 2
3 3

1 2 1 2 3

2 3

2
1

z zz z
z z z

z z z z z

z z


   

  




. (6) 

Таким образом находится экстраполированное (уточненное) значение 
 1
3z z , а вместе  

с ним и оценка погрешности вычисленного значения. 

Проведем численный эксперимент, используя процесс Эйткена.  
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Пусть необходимо найти предел суммы 
1

1n

n

i

z
i

 , при n. Возьмем Q = 2. Найдем 

уточненные результаты в Excel. 

 

Рис. 5. Экстраполяция по методу Эйткена. Предел суммы ряда 

Из эксперимента следует, что для получения уточненного значения с пятью знаками по-

сле запятой, нужно либо сложить более  292  частичные суммы, либо сложить 112  частичные 

суммы и провести уточнение результатов методом Эйткена четыре раза. Из этого понятно, 

что считать более 292  частичные суммы только для того, чтобы узнать результат с пятью 

знаками после запятой не целесообразно. Благодаря этому примеру, мы видим, насколько 

метод Эйткена полезен при вычислениях таких пределов. А из рис. 5 понятно, что данному 

методу требуется больше слагаемых, чем при фильтрации по методу Ричардсона. 

Применяя процесс Эйткена в численном интегрировании, выбираем три сетки с постоян-

ным отношением шагов, т.е. с шагами h1 = h, h2 = qh, h3 = q
2
h. Обозначим приближенное зна-

чение интеграла на k-ой сетке через zk и ограничимся главным членом погрешности. Теперь 

запишем 
p

k kz z h 
 
при k = 1, 2, 3. 

Образуется система из трех уравнений для определения неизвестных z, α, p. Далее вводим 

вспомогательные обозначения β = h
p
,  = q

p
. Преобразуем эту систему к следующему виду: 

z – z1 = β, z – z2 = β, z – z3 = β
2
. Получим Q

–p
 =  = (z3 – z2) / (z2 – z1), где p – эффективный по-

рядок точности 

 3 2 2 1

1

ln(( ) / ( ))

ln( )

z z z z
p

Q

 
 . (7) 

Погрешность численного интегрирования при изменении шага в Q
–1

 раз меняется при-

близительно в Q
–p

 раз, поэтому если сетки последовательно сгущаются в одно и то же число 

раз, то ошибка убывает именно по требуемому закону. 

Попробуем найти тот же интеграл, полученный при вычислении методом левых прямо-

угольников, но используем правило Эйткена для ускорения получения более точных резуль-

татов. Так как уже при четвертой фильтрации степень разницы между результатами на 2048 

и 4096 отрезках достигает –13, зададим  122;2n .  

Нахождение уточненных значений и оценки погрешностей проведем в Excel. Здесь n – 

количество отрезков; zn – приближенный результат, полученный методом интегрирования 

левых прямоугольников при определенном n; ∆ – разница между приближенными значения-

ми на текущем и предыдущем шаге; K∆ ≈ 2
k
, zn

(1)
, zn

(2)
, zn

(3)
, zn

(4)
 – отфильтрованные один, два, 

три, четыре раза значения по формуле (6), p – эффективный порядок точности, который счи-

таем по формуле (7). 
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Таблица 3  

Уточнение по методу Эйткена. Метод левых прямоугольников: первая фильтрация (zn, zn
(1)

) 

n zn ∆0 p0 zn
(1)

 ∆1 p1 

2 0,555360367 
 

 
  

 

4 0,79076626 2,35E–01  
  

 

8 0,898610401 1,08E–01 1,126202632 0,98978474 
 

 

16 0,950109295 5,15E–02 1,066334455 0,99717868 7,39E–03  

32 0,975255502 2,51E–02 1,034200672 0,99925046 2,07E–03 1,835468955 

64 0,987677954 1,24E–02 1,017390795 0,99980624 5,56E–04 1,89829776 

128 0,993851527 6,17E–03 1,008772328 0,9999507 1,44E–04 1,943799321 

256 0,996928901 3,08E–03 1,004405957 0,99998756 3,69E–05 1,970486962 

512 0,998465235 1,54E–03 1,002207999 0,99999688 9,31E–06 1,984879768 

1024 0,999232814 7,68E–04 1,001105263 0,99999922 2,34E–06 1,992347559 

2048 0,999616456 3,84E–04 1,000552949 0,9999998 5,87E–07 1,996150507 

4096 0,99980824 1,92E–04 1,000276554 0,99999995 1,47E–07 1,99806947 

Среднее   1,02614496   1,952437538 

Таблица 4  

Уточнение по методу Эйткена. Метод левых прямоугольников:  

вторая, третья и четвертая фильтрация (zn
(2)

, zn
(3)

, zn
(4)

) 

n zn
(2)

 ∆2 p2 zn
(3)

 ∆3 p3 zn
(4)

 

2 
  

 
  

  

4 
  

 
  

  

8 
     

  

16 
     

  

32 1,000056957 
     

 

64 1,000009989 –4,70E–05 
    

 

128 1,000001441 –8,55E–06 2,45809177 0,99999954 
  

 

256 1,000000193 –1,25E–06 2,775262845 0,999999979 4,40E–07 
 

 

512 1,000000025 –1,68E–07 2,896021071 0,999999999 1,98E–08 4,471524 1 

1024 1,000000003 –2,17E–08 2,949822384 1 1,09E–09 4,1779 1 

2048 1 –2,76E–09 2,975337451 1 6,48E–11 4,077764 1 

4096 1 –3,48E–10 2,987719554 1 3,93E–12 4,042946 1 

Среднее   2,840375846   4,192534  

 

 
Рис. 6. Экстраполяция по методу Эйткена. Метод левых прямоугольников
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Заметим, что эффективные порядки точности, вычисленные после проведения фильтра-

ции меньше, чем порядки точности, которые мы получили при использовании метода Ричад-

сона. Можно предположить, что так как метод Эйткена не учитывает порядок точности  

при фильтрации, погрешность возрастает. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Исходя из всего вышесказанного, можно сделать вывод о том, что методы экстраполяции 

позволяют существенно быстрее получить результат. Но так как в компьютере нет бесконеч-

но малых и не бывает сходимости, то на практике решается задача численной фильтрации, 

т.е. последовательного исключения компонент погрешности. Эта задача решается точно, ес-

ли известен показатель степени очередного слагаемого. Таким образом, результаты могут 

уточняться на несколько порядков, и их высокая точность достигается при достаточно малом 

числе узлов или слагаемых суммы. Также важно учитывать то, что именно нужно экстрапо-

лировать и каким методом. 
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