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Аннотация. Целью настоящей работы является разработка метода построения функции Ляпу-
нова для систем обыкновенных дифференциальных уравнений, к которым сводятся многие 
задачи исследования устойчивости космических аппаратов, в частности искусственных спут-
ников Земли. Устойчивость рассматривается по отношению к постоянно действующим некон-
тролируемым факторам. Предлагаемый метод статистического построения функции Ляпунова 
апробирован на системе уравнений движения космического аппарата – спутника «Кондор-Э». 
Полученный результат подтверждается сравнением с результатами исследований, получен-
ными другими, более сложными методами.

Ключевые слова: космический аппарат; спутник; Кондор-Э; динамическая устойчивость; не-
контролируемые факторы; статистический синтез; функция Ляпунова.
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ВВЕДЕНИЕ

Исследованию устойчивости движения космических аппаратов (КА) типа искусственного 
спутника Земли (ИСЗ) в последние годы уделяется большое внимание. Безусловно, важны-
ми при разработке новых образцов КА являются такие вопросы, как устойчивость движения  
и способы достижения необходимой устойчивости. Особую значимость имеет проблема вы-
бора проектных решений, устойчивых к возмущающим факторам. Анализ работ [1–7] пока-
зывает актуальность проблемы выбора устойчивых режимов движения, а также актуальность 
разработки методов выбора проектных параметров, при применении которых будет обеспечи-
ваться устойчивость КА.

Существует целый ряд методов исследования устойчивости КА, однако наиболее удобным и 
распространенным является метод функции Ляпунова, хотя этот метод не совершенен и имеет 
ряд недостатков. Основным недостатком метода исследования функции Ляпунова является то, 
что в общем случае функцию Ляпунова необходимо «угадывать». Прямой метод Ляпунова в те-
ории устойчивости является и поныне основным для исследования устойчивости динамических 
систем, таких как КА. Надо принять во внимание, что составление функции Ляпунова не связано 
напрямую со структурными особенностями исследуемого КА, и поэтому до сих пор нет исчер-
пывающих регулярных методов ее построения по заданным уравнениям движения КА.

В работе [5] рассматривается задача о положениях относительного равновесия спутников 
и изучается устойчивость в вековом смысле положений равновесия спутников. В работе [7] 
предложен метод определения всех положений равновесия (равновесных ориентаций) спут-
ника в орбитальной системе координат при заданных значениях вектора аэродинамического 
момента и главных центральных моментов инерции. В работе [8] представлены некоторые 
методы построения функций Ляпунова для различных типов дифференциальных уравнений, 
в работе [9] получено обобщение известной функции Ляпунова «квадратичная форма плюс 
интеграл от нелинейности». В работе [10] было показано, что любое движение можно рас-
сматривать как управляемое, а с управляемым движением связана взаимно однозначным об-
разом пилотная функция, которая определяет направление движения, наилучшее в естествен-
ной метрике управляемой системы. Следовательно, пилотная функция является «идеальной» 
функцией Ляпунова динамической системы в окрестности ее положения равновесия. Так как 
определение пилотной функции сложной динамической системы на больших расстояниях  
от ее положения равновесия является трудной задачей, то в [11] критерии устойчивости сво-
дятся к кусочно-локальному построению простого «эталонного» движения с известной пилот-
ной функцией, структурно эквивалентной исследуемому движению.

Существенным фактором в задачах устойчивости систем, создающим много сложностей, 
является фактор «дефицита размерности управления», когда размерность вектора управления 
меньше размерности вектора состояния управляемой системы. Дефицит в размерности управ-
ления может быть частично устранен добавлением в контур обеспечения устойчивости КА, 
наряду с выбором управления, выбора проектных параметров. В целом, решение многих про-
блем обеспечения устойчивости достигается при выборе проектного решения, представляю-
щего собой совокупность проектных параметров и функций управления.

Особенность данной работы состоит в том, что здесь функция Ляпунова строится в классе 
квадратичных функций, где линейные и нелинейные параметры определяются по специально 
разработанному статистическому критерию. Решение задачи исследования устойчивости КА 
позволяет ответить на вопрос о свойствах устойчивости аппарата.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается автономная система обыкновенных дифференциальных уравнений, запи-
санная в векторном виде:

( )x f x= ,                                                         (1)
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где x – вектор фазовых координат системы, x = (x1,..., xk ) ∈  Rk, Rk – k-мерное евклидово про-
странство.

Начальные условия задаются вектором ),...,(
0010 kxxx = , определяющим начальное состо-

яние в пространстве.
Предполагается, что f достаточно гладкая вектор-функция, чтобы гарантировать существо-

вание, единственность и непрерывную зависимость решений задачи Коши от начальных ус-
ловий.

Для случая действующих возмущений систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний можно записать в виде:

( ),x f x= w ,                                                       (2)

где w – вектор возмущающих факторов, mRW ⊂∈w . Предполагается, что вектор w действует 
на систему (2) в начальный момент времени.

На правую часть системы (2) накладываются следующие условия [8, 12]:
1. Функция f (x, w) принадлежат классу k

RC  – k раз дифференцируемых по x функций на 
области { }: , R x x H H R+= < ∈ , здесь по определению:

{ }kxxx ,...,max 1= ,

∑
=

=
k

s
Sxx

1

2

 

– соответственно чебышевская и евклидова нормы вектора x;
2. Функция f (x, w) имеет ограниченные частные производные по x на области R;
3. Функция f (x, w) и ее производная по t – функция ( ),f x w  тождественно равна нулю на T 

только при x = 0, где T = [t0; ∞).
Если условия 1, 2, 3 имеют место, то условия Липшица заведомо выполнены и, следо-

вательно, существует единственная траектория системы (2), проходящая в момент времени 
t0 через точку x0. Любое частное решение consttx =)(~  называется равновесным состоянием 
системы (2).

Решение x = 0 системы (1) называется устойчивым (по начальным данным), если для любо-
го e > 0 можно указать d > 0 такое, что при всех e≤≥ ),,(, 000 xttxtt , если только ( )00 ,tx ed< . 
В противном случае решение x = 0 – неустойчивое [12].

Система (2) называется устойчивой по отношению к внешним воздействиям, если она име-
ет единственное равновесное состояние x = 0 и при любых ограниченных w∈W и нулевом 
начальном условии решение возмущенной системы (2) остается ограниченным при условии  
t > t0 [12].

Пусть существует дифференцируемая скалярная функция u(x) переменных состояний си-
стемы (2), обладающая при условии sx H≤ , (s = 1,...,k) следующими свойствами:

)(xu  > 0;

 
( ) ,0,)()( ≤w








∂
u∂

=







∂
u∂

=
u

=u xf
xdt

dx
xdt

xdx
TT


                                       

(3)

тогда состояние равновесия системы (2) является устойчивым (по начальным данным).
Задача состоит в определении функции u(x), при возмущениях w∈W, при удовлетворении 

условий (3). Представим функцию u(x) в виде квадратичной формы:

dt dt
dx
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( ) ∑∑
= =

=u
k

i

k

j
ijij xxbx

1 1
,
                                                           

(4)

где bij, 1,i k= , 1,j k=  – коэффициенты, подлежащие выбору из условия удовлетворения не-
равенствам (3).

Статистика для формирования функции Ляпунова набирается по результатам интегриро-
вания системы (2) L-ого количества раз. В табл. 1, в n-ой строке указаны моменты времени tn, 

1,n N= , фазовые координаты (x1, x2,..., xk)n, значения функции Ляпунова un(x), значения произ-
водной ( )xnu . Моменты времени заданы с шагом интегрирования ∆t.

Для каждой строчки табл. 1 запишем условия устойчивости системы (2): un(x) > 0, ,0)( ≤u xn   
1,n N= . Эти условия можно записать в виде:





=nh
                                                                                              

(5)

Таблица 1. Общий вид статистической выборки функции Ляпунова и ее производной

№ 
п/п (w1,..., wm) bij t (x1, x2,..., xk) u(x)

)(xu h Jст(x, w, b)

1 (w1,..., wm)1 (bij)1

t
11 (x1, x2,..., xk) 11 u

11 (x) u
11 (x) h

11

Jст 1
(x, w, b)

t
12 (x1, x2,..., xk) 12 u

12 (x) u
12 (x) h

12

… … … … …
t

1n (x1, x2,..., xk) 1n  u
1n (x) u 1n (x) h 1n

… … … … …
t

1N
(x1, x2,..., xk) 1N u

1N (x) u 1N (x) h
1N

2 (w1,..., wm)2 (bij)2

t
21  (x1, x2,..., xk) 21 u

21 (x) u 21 (x) h
21

Jст2
(x, w, b)

t
22 (x1, x2,..., xk) 22 u

22 (x) u
22 (x) h

22

… … … … …
t

2n (x1, x2,..., xk) 2n u
2n (x) u

2n (x) h
2n

… … … … …
t

2N  (x1, x2,..., xk) 2N u
2N (x) u

2N (x) h
2N

… … … … … … … … …

l (w1,..., wm)l (bij)l

t
l1  (x1, x2,..., xk) l1 u

l1 (x) u
l1 (x) h

l1

Jстl
(x, w, b) 

t
l2 (x1, x2,..., xk) l2 u

l2 (x) u
l2 (x) h

l2

… … … … …
t

ln  (x1, x2,..., xk) ln u
ln (x) u

ln (x) h
ln

… … … … …
t

lN  (x1, x2,..., xk) lN u
lN (x) u

lN (x) h
lN

… … … … … … … … …

L (w1,..., wm)L (bij)L

t
L1 (x1, x2,..., xk) L1 u

L1 (x) u
L1 (x) h

L1

JстL
(x, w, b) 

t
L2 (x1, x2,..., xk) L2 u

L2 (x) u
L2 (x) h

L2

… … … … …
t

Ln (x1, x2,..., xk) Ln  u
Ln (x) u

Ln (x) h
Ln

… … … … …
t

LN (x1, x2,..., xk) LN u
LN (x) u

LN (x) h
LN

bij

0, если un(x) > 0 и  ,0)( ≤u xn

     1, в остальных случаях    
.
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Так как начальные условия для уравнения (2) не являются фиксированными, то для харак-
теристической функции hn необходимо брать математическое ожидание M [hn].

Распространим это требование на весь объем выборки N, и запишем окончательный вид 
статистического показателя устойчивости:

Jст =
 

[ ]n

N

n
hM∑

=1
.
                                                                

(6)

Статистическая выборка объема N строится по результатам интегрирования системы (2). 
Требуется построить функцию Ляпунова в виде квадратичной формы (4), где коэффициенты bij 
получаются при минимизации статистического показателя устойчивости вида (6).

МЕТОД СТАТИСТИЧЕСКОГО СИНТЕЗА ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА

Метод статистического синтеза применяется для восстановления функциональных зави-
симостей по статистическим данным [13, 14]. Статистическая выборка состоит из входных, 
промежуточных и выходных столбцов. Общий вид такой выборки представлен в табл. 1.

В табл. 1 имеется два входных столбца: вектор неконтролируемых факторов (w1, w2,..., wm)  
и коэффициенты функции Ляпунова bij, один промежуточный столбец, состоящий из харак-
теристических функций h; и один выходной столбец, состоящий из показателей Jст(x, w, b). 
Характеристическая функция h описывает те свойства, которые необходимо отразить в вос-
станавливаемой зависимости, данный столбец предназначен для расчета различных ограниче-
ний и условий. Такими условиями в предлагаемом методе являются условия положительности 
функции Ляпунова и отрицательности производной от функции Ляпунова по времени.

Статистический синтез основывается на трех базовых элементах: статистической выборке, 
базисных функциях, статистических показателях. В качестве базисной функции в рассматри-
ваемом методе принята квадратичная форма (4), в качестве статистического показателя при-
нимается показатель устойчивости (6).

Статистическая выборка из табл. 1 строится в соответствии с процессом минимизации 
показателя (6). Каждая l-ая строка табл. 1 соответствует l-ому поисковому шагу, на котором 
задаются варьируемые коэффициенты bij  и вектор неконтролируемых факторов w, по кото-
рым вычисляется показатель (6). Таким образом, если система дифференциальных уравнений 
устойчива в любой момент времени t > t0, глобальный минимум показателя (6) равен нулю. 
Решается следующая задача минимизации:

∑
===

=
N

n
n

ij
hM

kjkib
J

1
][

,1,,1,
min

.

                                            

(7)

Для построения функции Ляпунова в окончательном виде необходимо найти оптималь-
ные коэффициенты bij, которые находятся из решения задачи (7). Оптимальные коэффициенты  
(bij)L и оптимальное значение показателя JстL

(x, w, b) = J    получаются на L-ом поисковом шаге.

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ДВИЖЕНИЯ СПУТНИКА «КОНДОР-Э»

Исследуем устойчивость движения КА дистанционного зондирования Земли, представлен-
ного спутником «Кондор-Э». Данный спутник предназначен для получения, хранения и пере-
дачи на наземные пункты приема и обработки высокодетальной информации дистанционного 
зондирования Земли в микроволновом диапазоне спектра электромагнитного излучения [15]. 
Характеристики спутника приведены в табл. 2.

Предположим, что траектория спутника в гравитационном поле Земли первоначально бу-
дет близка к окружности. Ускорение спутника зависит от массы спутника и коэффициента 

опт

ст bij

опт

ст
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лобового сопротивления. Дифференциальные уравнения такого движения в полярной системе 
координат имеют следующий вид [16, 17]:

cVw
r
ww

cV
Vr
aV

r

Vc
r
arw

−
x

−=

−
x

−=

x=

x−−=x

2

2
2

2
2









,

                                                           

(8)

где x – скорость спутника в направлении радиуса-вектора; r – радиус-вектор (расстояние 
от центра Земли до спутника); w – угловая скорость радиус-вектора; V – линейная скорость 
спутника, 2

0 ⊕= Rga , g0 = 9,81 м/с2 – ускорение силы тяжести; ⊕R  = 6371 км – средний радиус 
Земли; с – эксцентриситет.

Таблица 2. Характеристики спутника «Кондор-Э»

Наименование Величина
Масса, кг 1150

Срок активного существования, лет 5
Наклонение орбиты, град 98
Период обращения, мин 94,64

Апоцентр, км 523,8
Перицентр, км 500,9

Уравнения (8) показывают связь между ускорением спутника в направлении радиуса-век-
тора x , скоростью спутника в направлении радиуса-вектора r , составляющей ускорения по 
касательной к траектории V  и угловым ускорением радиуса вектора w .

В качестве вектора неконтролируемых факторов приняты начальные значения фазовых ко-
ординат w = (x0, r0, V0, w0). Будем считать, что неконтролируемые факторы подчиняются равно-
мерному закону распределения и лежат в следующем диапазоне:

0,15 м/с ≤ x0 ≤ 0,25 м/с; 6870000 м ≤ r0 ≤ 6874000 м;
8100 м/с ≤ V0 ≤ 8150 м/с; 0,0010 рад/с ≤ w0 ≤ 0,0012 рад/с.

В задаче требуется построить функцию Ляпунова в условиях заданной системы уравнений 
движения (8).

Выполним обезразмеривание вектора фазовых координат x = (x, r, V, w) и вектора некон-
тролируемых факторов w = (x0, r0, V0, w0). В системе уравнений (8) фазовые координаты имеют 
большой разброс по порядкам величин. Обезразмеривание необходимо для равномерного уче-
та значений фазовых координат в функции Ляпунова. Безразмерные фазовые координаты и их 
начальные значения определяются следующим образом:
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где x  = 0,2 м/с; r  = 6872000 м; V  = 8125 м/с; w  = 0,0011 рад/с – средние значения неконтро-
лируемых факторов из рассматриваемого диапазона.

Тогда неконтролируемые факторы в безразмерном виде будут лежать в следующем диа-
пазоне:

rw

Vr
cV
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Функция Ляпунова принимается в виде квадратичной формы (4):
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После приведения подобных слагаемых функция Ляпунова будет иметь вид:
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Обозначим коэффициенты bij следующим образом: a1 = b11, a2 = b22, a3 = b33, a4 = b44,  
a5 = b12 + b21, a6 = b13 + b31, a7 = b14 + b41, a8 = b23 + b32, a9 = b34 + b43, a10 = b24 + b42.

В окончательном виде функция Ляпунова будет иметь вид:
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Тогда производная функции Ляпунова )ˆ,ˆ,ˆ,ˆ( wVrxu  примет вид:

( ) 



−⋅

x
⋅+++x=⋅

∂
u∂

+⋅
∂

u∂
+⋅

∂
u∂

+
x

⋅
x∂
u∂

=xu 2
2

7651 ˆˆˆˆˆˆ2
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ
ˆ

ˆ)ˆ,ˆ,ˆ,ˆ( wrwrwaVaraa
dt
wd

wdt
Vd

Vdt
rd

rdt
dwVr

( ) ( )⋅++x++







x⋅

x
⋅++x++




x⋅−⋅

x
− waraaVa

r
waVaaraVVc

rr
a ˆˆˆˆ2ˆˆˆˆ2ˆˆ

ˆ
1

98631085222

. ( ) .ˆˆˆˆ2ˆˆˆˆ2ˆ
ˆˆ

ˆ
10974

2
222 








⋅−x⋅

x
−⋅++x++








⋅−

x
⋅

x
− wVVcw

r
raVaawaVVc

VrVr
a

Размерность задачи равна 10. Параметрические ограничения заданы в виде: –106 ≤ ap ≤ 106,  
p = 1, 2,..., 10. В результате минимизации показателя (6) определяются коэффициенты ap  
и строится функция Ляпунова (9) в виде таблично заданной функции.

В результате оптимизации были получены оптимальные коэффициенты ap и следующие 
результаты, представленные в табл. 3. Графики изменения фазовых координат, функции Ляпу-
нова и ее производной представлены на рис. 1.

Таблица 3. Результаты вычислений
№ 
п/п t, [c] x, [м/с]; r, [м]; V, [м/с]; w, [рад . 103/с] u u

1 14 0,1553; 6871606; 8124,308; 1,108042 7,506946 –4,5266E-04
2 28 0,2104; 6871608; 8124,305; 1,108041 7,500607 –4,5244E-04
3 42 0,2655; 6871612; 8124,301; 1,108040 7,494272 –4,5202E-04
4 56 0,3206; 6871616; 8124,296; 1,108039 7,487942 –4,5163E-04
5 70 0,3756; 6871622; 8124,291; 1,108037 7,481618 –4,5104E-04
6 84 0,4305; 6871628; 8124,284; 1,108035 7,475301 –4,5026E-04
7 98 0,4853; 6871635; 8124,277; 1,108033 7,468997 –4,4949E-04
8 112 0,5400; 6871642; 8124,270; 1,108030 7,462702 –4,4852E-04
9 126 0,5945; 6871651; 8124,261; 1,108028 7,456422 –4,4757E-04
10 140 0,6489; 6871660; 8124,251; 1,108025 7,450154 –4,4641E-04
… … … … …
89 1246 3,5142; 6874322; 8121,489; 1,107167 7,116611 –7,3627E-05
90 1260 3,5226; 6874371; 8121,438; 1,107151 7,115582 –6,6799E-05
91 1274 3,5303; 6874420; 8121,386; 1,107135 7,114646 –5,9764E-05
92 1288 3,5371; 6874470; 8121,335; 1,107119 7,113809 –5,2728E-05
93 1302 3,5431; 6874520; 8121,284; 1,107103 7,113071 –4,5691E-05

11 b12 b13 b14 b21 b22 b23

b24 b31 b32 b33 b34 b41 b42 b43 44

11 21
b12 b13 31

b14 41 22

23 32 24 42 33 34 43 44

10

dt dt dt dt

10

10

0,75 1,25;

x̂
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Рис. 1. Графики зависимостей фазовых координат, функции Ляпунова и ее производной от времени

Оптимальные значения коэффициентов ap:
a1 = –0,0000063; a2 = –195,7087536; a3 = –38,6794681; a4 = –32,8748120; a5 = –6,0728048;
a6 = –16,1673917; a7 = –10,0431041; a8 = 151,9309402; a9 = –153,0559272; a10 = 275,4955036.
Для каждого шага оптимизации было рассчитано 1300 секунд (21,7 минут) полета спутника. 

Задача решалась с шагом интегрирования ∆t = 14 c. Начальное значение показателя устойчиво-
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сти составляло Jст1
 = 93. В результате проведенной оптимизации было получено оптимальное 

(минимальное) значение показателя J    = 0. Из этого следует, что во всех расчетных точках 
траектории спутника выполняются условия (3), следовательно, обеспечивается устойчивость 
данного аппарата. Рассмотренная модельная задача показала, что для выбранных исходных 
характеристик спутника «Кондор-Э» и статистических свойств неконтролируемых факторов, 
предлагаемый метод синтеза функции Ляпунова позволил оценить устойчивость рассматрива-
емого аппарата.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате проведенной работы были рассмотрены существующие методы исследования 
устойчивости, а также разработан новый метод, основанный на статистическом синтезе функ-
ции Ляпунова. Данный метод исследования устойчивости применим для широкого класса КА 
типа ИСЗ.

Формирование функции Ляпунова производилось в классе квадратичных функций в соот-
ветствии с разработанным статистическим показателем устойчивости. Устойчивость рассма-
тривается по отношению к вектору возмущающих факторов.

Исследована устойчивость движения спутника «Кондор-Э». В результате исследования по-
лучено минимальное значение показателя устойчивости Jопт

ст = 0, что позволяет говорить об 
устойчивости рассмотренного ИСЗ.
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