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Аннотация. Решается задача моделирования нестационарной электрохимической обработки элек-
трод-инструментом круглой формы. Для моделирования процесса анодного растворения исполь-
зуется ступенчатая функция выхода по току в предельном случае. При этом на обрабатываемой 
поверхности образуются две зоны. В зоне активного растворения плотность тока равна критиче-
ской. Во второй зоне растворение отсутствует, и поверхность сохраняет первоначальную форму.  
Для решения задачи применяются конформные отображения. Получены численные результаты, 
позволяющие определить форму обрабатываемой поверхности в различные моменты времени. 
Показано, что в предельном режиме точность копирования намного выше, чем при постоянном 
выходе по току.  
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ВВЕДЕНИЕ 

Моделирование электрохимической обра-

ботки (ЭХО) основано на законе Фарадея, со-

гласно которому скорость растворения ecmV

равна [1] 

  j
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 ,  k ,

где  – электрохимический эквивалент;  – 

плотность растворяемого материала;  – элек-

тропроводность электролита; j – плотность тока 

на анодной границе;  j  – выход по току

(доля тока, участвующего в реакции растворе-

ния металла). 

В данной работе зависимость выхода по то-

ку от плотности тока моделируется ступенчатой 

функцией [2] 
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Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-

сийского фонда фундаментальных исследований 

(код проекта 17-07-00356). 

Рассматриваются режим обработки, назы- 

ваемый предельно квазистационарным, при 

котором в каждой точке обрабатываемой по-

верхности (анода), где происходит раство-

рение, 1jj  , а   может изменяться от 0

до нуля или какой-то минимальной величи-

ны.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Рассмотрим задачу электрохимической 

обработки с помощью электрод-инстру 

мента (ЭИ) круглой формы (рис. 1, а). 

ЭИ заглубляется в изначально плоскую заго-

товку со скоростью etV  перпендикулярно к 

поверхности. Форма межэлектродного про-

странства (МЭП) показана на рис. 1, б. 

Здесь FA и GB – берега условного разреза, 

проведенного по линии тока, уходящей на 

бесконечность (т.е. A, A, B, B – одна точка, 

удаленная на бесконечность). Начальный ме-

жэлектродный зазор (расстояние CD) равен 0S , 

разность потенциалов между электродами 

равна U. 
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На плоскости комплексного потенциала 

W=+i эквипотенциальным поверхностям ка-

тода FCG и анода ADB соответствуют верти-

кальные отрезки U и =0 соответственно 

(рис. 2). Линиям тока FA и GB соответствуют 

горизонтальные отрезки. Тем самым, образом 

области МЭП является прямоугольник.

Рис. 2. Образ межэлектродного пространства 

на плоскости комплексного потенциала 

Конформно отобразим область МЭП на по-

лукольцо плоскости  (рис. 3). 

 

Рис. 3. Образ МЭП  

на параметрической плоскости  

Тогда связь плоскостей  и W осуществляет-

ся функцией 
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В общем случае режим обработки характе-

ризуется числом 
1

0

1

0

j

j

E

E
 , где 

 00  kVE et ,  11 jE . В обычном режиме 

 , в предельном 1 . При 1  достига-

ется наивысшая степень локализации процесса 
растворения [3].  

Рассмотрим случай 1 . На рис. 4, а 

показана плоскость годографа безразмерной 

напряженности dzdwE  , где ввиду 

симметрии изображена только правая половина 
области, соответствующая правой половине 
области плоскости z. Области анода 
соответствует разрез по дуге окружности 

1E  DMH и части вертикальной прямой HB 

(рис. 4, а). 

Поскольку при 1E  растворения не проис-

ходит, а значение 1E  является максималь-

ным, на всех участках, где растворение проис-

ходит, в данном процессе 1E . Это позволяет 

получать решения, соответствующие различным 

моментам времени , не решая нестационарной 
задачи, т. е. квазистационарно, аналогично [4]. 

Рис. 1. Копирование круглого ЭИ: а – экспериментальный образец; 

б – расчетная схема (физическая плоскость Z), FCG – ЭИ (катод);  

ADB – обрабатываемая поверхность (анод)  

а б 
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При 1  квазистационарное решение данной 

задачи до определенного момента времени яв-
ляется точным, а не приближенным к нестацио-
нарному.  

 

 

Для упрощения решения рассмотрим плос-

кость изменения функции Жуковского (лога-

рифмический годограф) 
dz

dw
i ln  (рис. 4, б). 

При этом все участки границы анода представ-

ляются частями прямых, граница катода – неко-

торой кривой. Краевые условия для аналитиче-

ской функции   :

– 
2

Re


  на CD и BH; 

– 
2

Re


  на BG; 

– 0Im   на DMH;

– ryz  0  на CG, (3)

где y0, r – ордината центра и радиус окружности 

в безразмерном виде. 

Метод решения задачи 

Для решения задачи рассмотрим сначала 

область плоскости логарифмического годогра-

фа, заменив криволинейный участок границы 

некоторой другой кривой (рис. 5, а), т. е. сни-

мем условие (3). 

Используем область параметрического пе-

ременного  в виде четверти кольца с соответ-

ствием точек, указанном на рис. 5, б. 

Функция  
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2

ln 0
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0


 iCi   (4) 

отображает четверть круга плоскости  на вер-

тикальную криволинейную полуполосу  без 

разреза. При этом четверть кольца  отобразит-

ся на вертикальную полуполосу  с выемкой 

(рис. 5, а). Для преобразования выемки в разрез 

используем ряд Лорана, который имеет нулевые 

значения действительной части на действитель-

ном и мнимом радиусе и нулевые значения 

мнимой части на окружности 
 ie
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m
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Примечание. При таких условиях функция 

 1  в соответствии с принципом симметрии

может быть аналитически продолжена на все 

кольцо, и как аналитическая в кольце функция 

представлена в виде сходящегося ряда Лорана. 

Для определения коэффициентов mc2  раз-

ложим логарифм в  0  (4) в степенной ряд

при 
 iqe

  












1

2

2

2

00

1

2
ln2

m

mi

m

m
i e

q

m
iiiCqe . (6) 

а 

б 

а б 

Рис. 4. Образы МЭП при квазистационарном  

решении для 1 :  

а – на плоскости годографа напряженности; 

б – на плоскости логарифмического годографа; 

кривая GC – ЭИ (катод);  

DMHB – обрабатываемая поверхность (анод) 

Рис. 5. Образы МЭП для вспомогательного решения: 

а – на плоскости логарифмического  

годографа напряженности;  

б – на параметрической плоскости  
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Условием на участке границы 
 iqe

является равенство нулю мнимой части суммы 
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Окончательно 
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Функция (7) решает задачу обработки с по-

мощью ЭИ некоторой криволинейной (неза-

мкнутой в общем случае) формы. Для круглого 

ЭИ эту функцию необходимо модифицировать 

путем добавления третьего слагаемого  2 .

Функция  2  должна удовлетворять услови-

ям: 0Re   на CD, BH и BG; 0Im   

на DMH. При таких условиях функция  2 ,

согласно принципу симметрии, может быть 

аналитически продолжена на все кольцо, и 

представлена в виде сходящегося ряда Лорана 
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Коэффициенты md2  должны выбираться

так, чтобы в результате использования функции 

        210  

удовлетворялось условие (3). 

Остается найти связь двух параметрических 

плоскостей  (рис. 3) и  (рис. 5, б). Для этого 

отобразим правую четверть кольца  на полосу 

 [5] (рис. 6, а). Сначала развернем четверть в 

полукольцо 
2

1   (
2

1 pp  ), затем использу-

ем способ, аналогичный (5) – (7) 
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Производная комплексного потенциала, со- 

гласно (2), равна 
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Аналогично отобразим  на полосу . 

Для этого сначала развернем четверть кольца в 

полукольцо 
2

1   (
2

1 qq  ), а затем применим

преобразование, аналогичное (9) 
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Рис. 6. Формы образов МЭП  

на параметрических плоскостях  и  

б 
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Связь  и  сводится к сдвигу. Согласно 

рис. 6, чтобы середина между B и D   211 

перешла в 0 на плоскости , необходим сдвиг 
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Связь параметров p и q можно установить, 

отобразив  и  на верхнюю полуплоскость t1 

(рис. 7). 

Рис. 7. Параметрическая плоскость t1 
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Исключим t1 из (15) и (16) 
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 e ,  

  
224 1ee , 

   
 111 4222

eee .

Связь  и  




 1ln
4

1
.  (18) 

Тем самым с учетом (14), получим уравне-
ние, связывающее p и q  

2

11 
 .        (19) 

Согласно (18) и (11) производные 

1




d

d
,   

1
1

ln

1

























 d

d

pd

d

d

dw

d

dw
, 































d

d

d

d

pd

d

d

dw

d

dw
1

1

ln

1
.     (20) 

Тогда дифференциал 

  


  d
d

dw
edz i

.   (21) 

Численно задача решалась методом колло-
каций. Уравнение формы ЭИ (3) удовлетворя-

лось в отдельных точках mi
m e




, 

 nmm 2  ( 1,0  nm ), а в сумме (8) сохраня-

лось конечное число n слагаемых. Кроме того, 
требовалось выполнение уравнения замкнуто-
сти (при обходе ЭИ) и уравнения, задающего 
положение ЭИ относительно исходной поверх-
ности анода. Получаемая при этом система 

2n  нелинейных уравнений относительно па-

раметров md  ( nm ,1 ), q,  решалась методом

Ньютона с регулированием шага. 
На каждом шаге вычисления невязок решалось 
уравнение (19). Для установления связи значе-

ний m  и m  сначала определялись значения

 m , затем решалось уравнение (18)

     1mm .

Численные результаты 
На рис. 8 и 9 приведены формы анодной по-

верхности в различные моменты времени 

1, 2, …, r+1 (кривые 1, 2, …) для r=5 и 10, что 
соответствует сдвигу ординаты центра круглого 
ЭИ y0 вниз от начального положения 

   10 ry . На рис. 8, а и 9, а для сравне-
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ния показаны формы обрабатываемой поверх-

ности при постоянном выходе по току (), 
полученные при решении нестационарной зада-

чи [5]. Рис. 8, б и 9, б (1) показывают увели-
чение локализации растворения и приближение 
формы обрабатываемой поверхности (особенно, в 
верхней части) к экспериментальной (см. рис. 1, а). 
Вблизи точки, разграничивающей зону раство-
рения от зоны его отсутствия, образуется реше-
ние, аналогичное решению гидродинамической 
задачи об отрыве свободной поверхности от 
прямолинейного щита, что впервые было обна-
ружено в [6]. В этом решении кривизна свобод-
ной поверхности в точке отрыва бесконечна. 
Остальная часть обрабатываемой поверхности 

при 1 практически эквидистантна поверхно-
сти ЭИ. 

При дальнейшем увеличении безразмерного 

времени, когда круглый ЭИ начинает заглуб-

ляться в тело заготовки, напряженность в верх-

ней части обрабатываемой поверхности начинает 

уменьшаться. При этом некоторая часть искрив-

ленной поверхности перестает растворяться. Это 

означает, что процесс перестает быть квазиста-

ционарным. Квазистационарное решение в этом 

случае не будет правильно моделировать неста-

ционарный процесс (рис. 10). Однако расчеты 

показывают, что до момента заглубления до се-

редины ЭИ такого уменьшения напряженности 

не происходит и нестационарный процесс моде-

лируется точно. 

Рис. 10. Формы МЭП 

для r=5, 1 при y01, 2,…  6

Рис. 8. Формы МЭП для r=5: 

а – ; б – 1  

б 

а 

а 

а 

б 

Рис. 9. Формы МЭП для r=10: 

а – ; б – 1
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен численно-аналитический метод 

решения квазистационарной задачи моделиро-

вания электрохимического копирования кругло-

го электрод-инструмента, основанный на кон-

формных отображениях и методе коллокаций. 

Результаты численных расчетов позволили 

определить форму заготовки в различные мо-

менты времени и диапазон безразмерного вре-

мени, в котором квазистационарное решение 

совпадет с нестационарным. Показано, что при-

менение модели скачкообразной зависимости 

выхода по току позволяет получить формы, су-

щественно более близкие к экспериментальным. 

Предложенный метод может быть приме-

нен для моделирования процесса копирования 

электрод- инструментов различных форм. 
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