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Аннотация. В данной работе рассматривается приложение метода асимптотического осреднения к за-
даче численного определения эффективных упругих характеристик композиционного материала. 
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В современной технике существует тенден-

ция перехода к новым конструкционным мате-

риалам, таким как композиционные материалы 

(КМ). Композиционные материалы являются 

неоднородными материалами и вычисление 

напряженно-деформированного состояния 

(НДС) в них базируется на механике неодно-

родных сред. В данной работе рассматривается 

задача численного прогнозирования эффектив-

ных упругих свойств КМ на основе метода 

асимптотического осреднения, реализованного 

в пакете ANSYS. 

ВВОДНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ 

Рассматривается композиционный материал, 

у которого в качестве армирующих элементов 

использовались борные и углеродные волокна, а 

в качестве связующего – магниевый сплав.  

Предполагается, что выполняются следую-

щие условия: 

 волокна распределены регулярным обра-

зом; 

 между волокнами и матрицей предпола-

гается идеальный контакт; 

 все компоненты КМ подчиняются линей-

ному закону Гука. 

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим стационарную задачу упругости 

в линеаризованном виде: 
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где C  – тензор упругости; )(xkl  – компоненты

тензора бесконечно малых деформаций, опреде-

ляемые по формуле 
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3,2,1, kuk  – компоненты вектора перемеще-

ний u ; ix , 3,2,1i
 
– пространственные коор-

динаты вектора x ; if , 3,2,1i – компоненты 

вектора объемных сил. 

При применении уравнения (1.1) для тел, 

имеющих неоднородную структуру, необходимо 

учитывать, что тензор упругости может резко из-

меняться и претерпевать скачки при переходе че-

рез межфазную границу (МФГ) разделяющую 

различные компоненты КМ. Размеры неоднород-

ностей накладывают ограничения на возмож-

ность численного получения НДС для конструк-

ций из КМ. Поэтому в инженерной практике для 

расчетов композиционных конструкций исполь-

зуется теория эквивалентной эффективной 

среды, с помощью которой получают осреднен-

ное описание напряженно-деформированного 

состояния. Но данный подход не позволяет полу-

чить достаточно качественного описания возни-

кающих напряжений и деформаций в волокнах и 

матрице. Поэтому следует переходить к расчету 
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эффективных упругих характеристик КМ на ос-

нове микромеханики.  

Существуют различные способы описания 

упругих свойств КМ на макроуровне. Помимо 

аналитических способов определения эффектив-

ных упругих характеристик [3], используемых 

преимущественно применительно к средам со 

сферическими включениями, и методов, делаю-

щих значительные упрощения относительно 

структуры композиционного материала, суще-

ствуют численные методы, основанные на реше-

нии краевой задачи деформирования представи-

тельного объема материала. В работах 

[1, 2] описана такая конечно-элементная проце-

дура вычисления эффективных упругих свойств. 

В данной работе реализуется другой подход, 

основанный на методе асимптотического осред-

нения, который был предложен в монографиях 

[4, 5] применительно к задачам механики дефор-

мирования упругих тел.  

2. МЕТОД АСИМПТОТИЧЕСКОГО

ОСРЕДНЕНИЯ 

Применение метода асимптотического 

осреднения (МАО) к задаче упругого деформи-

рования композиционного материала с регуляр-

ным распределением неоднородностей (2.1) с 

граничными условиям (ГУ) (2.1, а) и (2.1, б), 

рассматривалось в различных источниках, к 

примеру, в [6, 7]. 
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)(0 xu  – перемещения, заданные на части гра-

ницы u .
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В системе (2.1) присутствует малый пара-

метр   (в качестве аргумента тензора упруго-

сти), характеризующий размер ячейки периодич-

ности исследуемого композиционного матери-

ала. Для простоты можно предполагать, что 

ячейка периодичности материала (ЯП) имеет 

форму куба со сторонами параллельными коор-

динатным осям и длинами равными  . В этом 

случае компоненты тензора упругости 




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являются периодическими функциями с перио-

дом равным 1 по каждой пространственной ко-

ординате. 

Будем предполагать, что на границе между 

различными компонентами композиционного 

материала отсутствуют разрывы сплошности и 

проскальзывание (2.2). А также предполагается, 

что силовое воздействие волокна на связующее и 

связующего на волокно одинаково (2.3): 

0][ u , (2.2) 

0][  n . (2.3) 

В формулах (2.2) и (2.3) операция ][  соот-

ветствует разности между значениями функции 

«слева» и «справа» от МФГ;   – тензор напря-

жений; n  – нормаль к МФГ.  

Согласно МАО, решение (2.1) ищется в виде 
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где 
  ),( yxu i

 
– неизвестные функции, зависящие

как от старых, так и от новых пространственных 

переменных, а x  и y  называют «медленными» и 

«быстрыми» переменными соответственно. Да-

лее будет предполагаться, что все функции 

),()( yxu k  периодичны по переменной y  с пери-

одом равным 1. В [9] показано, что функция 
)0(u  

не зависит от быстрых переменных, т.е. 

 xuu )0()0(  . В дальнейшем в разложении (2.4) 

будем рассматривать только первые два члена, а 

функцию ),()1( yxu  представим в виде [6]: 
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где )(abχ – набор векторов так называемых псев-

доперемещений [6]. Очевидно, что функции 

псевдоперемещений должны быть периодичны. 
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С учетом этого разложение (2.4) примет вид: 
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Следовательно, чтобы найти решение )(xu

задачи (2.1), достаточно определить вид неиз-

вестных функций 
)0(u  и )()( yab . 

Чтобы получить основные уравнения, возни-

кающие при применении метода асимптотиче-

ского осреднения к задаче упругого деформиро-

вания твердого тела с периодической микро-

структурой, достаточно подставить разложение 

(2.6) в систему (2.1) и условия идеального кон-

такта (2.2) и (2.3) и использовать при этом пра-

вило дифференцирования 
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для функций, зависящих от быстрых перемен-

ных. Затем следует приравнять коэффициенты 

при различных степенях  . В итоге, следуя 

[3, 6–9], получаются системы уравнений для не-

известных функций 
)0(u  (2.8)и )(ab (2.10). 
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Система уравнений и граничных условий  

(2.8) называется осредненной системой уравне-

ний для задачи упругого деформирования. Ре-

зультат решения этой системы дает осредненные 

по ЯП перемещения, деформации и напряжения 

[7]. Тензор 
effС  называется эффективным тензо-

ром упругости (ЭТУ), компоненты 
eff

ijklC  опреде-

ляются следующим образом: 
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где ЯП  – оператор осреднения по ЯП. Опе-

ратор 
eff определен следующим образом 
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Система (2.10) называется локальной задачей 

на ЯП, решение которой ищется во всей области 

ЯП. Условие (2.10, в) – это условие периодично-

сти функции псевдоперемещений. 

Условие (2.10, г) означает, что на МФГ при-

ложена поверхностная сила, величина которой 

определяется правой частью соотношения. 

Чтобы это показать, достаточно рассмотреть рав-

новесие бесконечно малого элемента в форме 

пластины, со срединной плоскостью, совпадаю-

щей с бесконечно малым кусочком МФГ. Будем 

предполагать, что толщина этого элемента суще-

ственно меньше остальных размеров. Вклад объ-

емных и поверхностных сил, действующих на 

боковые площадки пластины, пренебрежимо мал 

по сравнению с влиянием поверхностных сил, 

распределенных на верхней и нижней грани пла-

стины. Предположим также, что размеры пла-

стины таковы, что можно говорить об однород-

ном распределении поверхностных сил на верх-

ней и нижней грани пластины, равное 
  nt , 

  nt соответственно, где 
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ние нормали к верхней и нижней грани пластины 

соответственно. Очевидно, что эти нормали про-

тивоположно направлены 
  nn . С учетом 

этого составим уравнение равновесия пластины, 

и предположим, что на срединной плоскости 

пластины  действует однородная (в силу малости 

размеров пластины) поверхностная сила 
0t . То-

гда должно быть справедливым следующее соот-

ношение: 
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Следовательно, наличие поверхностной 

силы на срединной поверхности пластины при-

водит к разрыву величины n , при переходе 

через нее, а величина разрыва определяется этой 

поверхностной силой. 
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3. РЕШЕНИЕ ЛОКАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

НА ЯЧЕЙКЕ ПЕРИОДИЧНОСТИ 

В данном разделе представлен способ чис-

ленного решения локальной задачи на ЯП (2.10) 

в ANSYS.  

Введем две новые функции от быстрых коор-

динат: 

 пусть ]1)[(ab  удовлетворяет однородному 

уравнению (3.1) 
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 а ]2)[(ab  удовлетворяет неоднородному 

уравнению (3.2)
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Пусть также для каждой функции ]1)[(ab
]2)[(ab  выполняются условия (табл. 1). 

Таблица 1  
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При выполнении этих условий искомая 

функция псевдоперемещений )(ab  может быть 

представлена как сумма ]1)[(ab  и ]2)[(ab : 
]2)[(]1)[()( ababab  .  (3.3)  

Получаются две несвязанных системы урав-

нений для функций ]1)[(ab  (3.4) и ]2)[(ab (3.5), 

сумма которых определяет решение локальной 

задачи на ЯП: 
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Решение задачи (3.4), для функции ]1)[(ab

может быть осуществлено в стандартных паке-

тах конечно-элементного моделирования, в част-

ности в пакете ANSYS, поскольку уравнение 

(3.4, а) совпадает с уравнением линейной теории 

упругости, при этом условие непрерывности 

псевдоперемещений удовлетворяются автомати-

чески, условия периодичности (3.4, в) могут 

быть введены в расчетную модель при помощи 

операции связывания степеней свобод, а условие 

(3.4, г) реализуется при помощи инструментов, 

позволяющих определять произвольную поверх-

ностную силу, поскольку условие (3.4, г) озна-

чает, что на МФГ должна быть приложена по-

верхностная сила 
)(abt , компоненты которой 

равны: 

,)( )в()м()(

jabijabij

ab

i nCCt   (3.6) 

где n  – внешняя нормаль к волокну; 
)м(C – тен-

зор упругости матрицы; 
)в(C  –  тензор упругости 

волокна. 

Всеми этими возможностями ANSYS обла-

дает, поэтому решение задачи (3.4) было реали-

зовано именно в этом программном пакете. В от-

личие от системы (3.4) система (3.5), в том виде, 

в котором она представлена, не может быть 

напрямую решена в пакете конечно – элемент-

ного моделирования, в силу наличия в правой ча-

сти уравнения (3.5, а) сингулярного члена.  
Уравнение (3.5, а) было преобразовано к 

однородному виду относительно вектор-функ-

ции  . 

,0
}{ )(y


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

j
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ij
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(3.7) 

]2)[()( χ
ab

km

ab

km

ab

k yT  , 

где )(
2

1
bkalblak

ab

kmT   – симметричный

единичный тензор 4-го ранга. 
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Функции 
)(ab  удовлетворяют тому же урав-

нению, что и функция ]1)[(ab . Условия, которым 

должна удовлетворять функция 
)(ab  получатся, 

если подставить в формулу (3.7) условия (3.5). 

Очевидно, что условие непрерывности функции 
]2)[(ab (3.5, б), означает непрерывность функ-

ции  ab . Однородное условие на границе (3.5, в) 

сводится к условию 
l

ab

kl

ab

k yT
Ω

)( , следова-

тельно функция на границе ЯП изменяется ли-

нейно: 
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Условие разрыва на МФГ для функции 
)(abφ в силу линейности оператора  ij  при-

мет вид: 
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Таким образом задача для функции  ab  может 

быть записана следующим образом: 
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(3.8) 

Численный конечно-элементный расчет за-

дач (3.4) и (3.8) для всех наборов индексов 

3,,1 a  и 3,,1 b , может быть осуществ-

лен в пакете ANSYS. 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНОГО

ТЕНЗОРА УПРУГОСТИ 

Согласно формуле для ЭТУ (2.9) и функции 

псевдоперемещений (3.7) можно представить 

формулы для ЭТУ в следующем виде: 
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где под символами 
]1)[(kl

ij  и 
]2)[(kl

ij  принимались 

так называемые тензоры псевдонапряжений 

 ]1)[(]1)[( aby

ij

ab

ij χ  и  ]2)[(]2)[( aby

ij

ab

ij χ . Уг-

ловые скобки соответствуют оператору осредне-

ния по ЯП. Назовем два члена в последнем ра-

венстве  ]1)[(kl

ij  и  ]2)[(kl

ij  вкладами функ-

ций 
]1)[(abχ  и 

]2)[(abχ  в ЭТУ соответственно. 

5. ПРОГНОЗИРОВАНИЕ УПРУГИХ

СВОЙСТВ ИССЛЕДУЕМОГО 

КОМПОЗИЦИОННОГО МАТЕРИАЛА 

При вычислении эффективных упругих ха-

рактеристик композиционного материала 

предполагалось, что существуют три области в 

исследуемом теле, в каждой из которых микро-

структура может быть описана при помощи со-
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ответствующей ЯП, имеющей форму прямо-

угольного параллелепипеда. На рис. 1 приве-

дены твердотельные модели этих ЯП. Первая и 

вторая ЯП характеризуют однонаправленный 

композиционный материал, армированный 

борными и углеродными волокнами соответ-

ственно; третья – композиционный материал 

на основе борных и углеродных волокон, арми-

рованный продольно поперечным образом. В 

качестве связующего в каждой области исполь-

зовался магниевый сплав. Упругие характери-

стики, а также объемное содержание волокон 

приведены в табл. 2. 

Системы координат, в которых представ-

лены твердотельные модели ЯП были подобраны 

таким образом, чтобы оси волокон были парал-

лельны координатным осям, а центры систем ко-

ординат были расположены в центрах ЯП. В пер-

вой и второй ЯП волокно расположено парал-

лельно оси Oy . В третьей ЯП углеродные во-

локна расположены параллельно оси Ox , а 

борное волокно – параллельно оси Oy . 

Для каждой из ЯП производились численные 

расчеты ЭТУ.  

В пакете ANSYS были численно получены 

решения локальных задач, на основе которых 

были вычислены значения компонент эффек-

тивных тензоров упругости для всех трех ЯП. 

Для этого были созданы макросы на языке 

APDL для решения локальных задач (3.4), (3.8) 

и реализующие: формирование твердотельных 

моделей ЯП для трех вариантов армирования; 

построение сетки КЭ с симметричным распо-

ложением узлов на внешних гранях ЯП (при 

помощи команды MSHCOPY и виртуального 

элемента MESH200); привязка условий перио-

дичности, через связывание степеней свобод 

узлов, лежащих на противоположных гранях 

ЯП (команда узлов CP); моделирование раз-

рыва (3.4, г) и (3.8, г) путем приложения по-

верхностных сил на МФГ, реализованное с по-

мощью интерфейсного элемента SURF154; вы-

числение, на основе полученного решения 

функций 
]1)[(abχ ]2)[(abχ  и ЭТУ. 

а) б) в) 

Рис. 1. Твердотельные модели ячеек периодичности: 

а – ячейка периодичности, характеризующая микроструктуру первой области;  

б – ячейка периодичности, характеризующая микроструктуру второй области;  

в – ячейка периодичности, характеризующая микроструктуру третьей области; 

Таблица 2 

Упругие характеристики компонентов КМ 

Компоненты КМ 
Модуль 

Юнга ГПа 
К-т Пуассона 

Объемное содержание 

с/а №1 с/а №2 с/а №3 

Магниевый сплав 44 0.28 0.7 0.7 0.4447 

Углеродное волокно 300 0.2 0 0.3 0.2909 

Борное волокно 400 0.25 0.3 0 0.2644 
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а) б) в) 

Рис. 2. Графики зависимости компонент эффективной матрицы упругости 
№3S  (ГПа) 

для третьей области от количества узлов в конечно-элементной сетки 

(пунктирные горизонтальные линии обозначают верхнюю и нижнюю границу диапазона Фойгта–Рейса): 

а – график для компонент  №3

11S , №3

22S  
№3

33S ; б – график для компонент  №3

12S , 
№3

23S №3

13S ; 

в – график для компонент  №3

44S , 
№3

55S №3

66S . 

6. СПРОГНОЗИРОВАННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ

КОМПОНЕНТ ЭФФЕКТИВНЫХ 

МАТРИЦ УПРУГОСТИ 

В табл. 3 приведены результаты расчета эф-

фективных матриц упругости (ЭМУ) для всех 

трех ячеек периодичности.  

Из этих матриц следует, что эквивалентные 

материалы для всех трех областей армирования 

имеют слабо анизотропные свойства (соответ-

ствующие компоненты матриц имеют относи-

тельно малые значения).  

Как было установлено при анализе решений 

подзадач на ЯП, влияние функции   2abχ  на зна-

чение компонент матрицы упругости незначи-

тельно. Поэтому, по крайне мере, для рассматри-

ваемых ЯП, значения компонент эффективного 

тензора упругости могут быть получены реше-

нием только задач (3.4) для всех наборов индек-

сов 3,,1 a  и 3,,1 b . 

Далее на графиках приведены зависимости 

компонент матриц упругости для ЯП №3 ( №3S ) 

от густоты расчетной сетки, на которой искалось 

решение локальных задач. Также на графиках 

приведены верхние и нижние границы диапазона 

Фойгта–Рейса [10, 11]. 

Как видно из этих графиков, компоненты 
№3

12S , №3

23S  и №3

13S  матрицы упругости не по-

падают в диапазон и расположены чуть ниже 

него. В отличие от №3S  все компоненты мат-

риц 
№1S  и 

№2S попадают в соответствующий 

диапазон. 

Таблица 3 

Эффективная матрица упругости для схемы армирования №1, (𝑆№1, Па)
8,610E+10 3,110E+10 2,955E+10 -4,243E+05 1,124E+05 -4,669E+05 

3,110E+10 1,672E+11 3,110E+10 -9,200E+04 3,363E+04 -1,719E+05 

2,955E+10 3,110E+10 8,610E+10 4,303E+04 8,975E+03 -2,274E+05 
-4,243E+05 -9,200E+04 4,302E+04 2,822E+10 -4,114E+05 1,363E+05 

1,124E+05 3,362E+04 8,975E+03 -4,114E+05 2,822E+10 -1,781E+05 

-4,669E+05 -1,719E+05 -2,274E+05 1,363E+05 -1,781E+05 2,480E+10 

Эффективная матрица упругости для схемы армирования №2, (𝑆№2 , Па)
8,279E+10 2,782E+10 2,807E+10 -1,085E+04 -1,340E+04 1,771E+05 
2,782E+10 1,348E+11 2,782E+10 3,572E+03 -2,017E+03 3,429E+04 

2,807E+10 2,782E+10 8,279E+10 3,075E+04 2,399E+03 1,180E+04 

-1,085E+04 3,572E+03 3,075E+04 2,734E+10 2,159E+04 -1,057E+04 

-1,340E+04 -2,017E+03 2,399E+03 2,159E+04 2,734E+10 1,957E+04 
1,771E+05 3,429E+04 1,180E+04 -1,057E+04 1,957E+04 2,435E+10 

Эффективная матрица упругости для схемы армирования №3, (𝑆№3, Па)
1,645E+11 3,721E+10 3,333E+10 8,718E+05 -5,648E+05 5,189E+06 

3,726E+10 1,826E+11 3,433E+10 2,935E+05 -3,955E+05 -4,257E+05 

3,322E+10 3,409E+10 1,207E+11 1,718E+06 -8,186E+05 -1,016E+06 

1,082E+06 3,644E+05 1,846E+06 4,397E+10 3,723E+05 1,779E+06 
-3,933E+05 1,054E+06 -1,395E+06 -1,874E+05 3,738E+10 5,915E+05 

4,966E+06 5,842E+04 1,840E+05 2,119E+06 6,482E+05 3,981E+10 
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ВЫВОДЫ 

В данной работе на основе метода асимпто-

тического осреднения был произведен расчет 

упругих эффективных характеристик рассматри-

ваемого КМ в форме эффективных матриц упру-

гости №1S , №2S  и №3S . Приведена оценка каче-

ства полученных значений эффективных упру-

гих характеристик путем проверки попадания 

компонент ЭМУ в диапазон допустимых значе-

ний Фойгта–Рейса.  

Также в работе предложен численный способ 

решения локальных задач на ячейке периодично-

сти, возникающих при приложении метода 

асимптотического осреднения к задаче упругого 

деформирования тел из композиционных мате-

риалов. При этом не требуется дополнительных 

предположений о структуре ЯП или материале 

компонентов композиционного материала.  

Этот способ предполагает получение реше-

ния двух типов краевых задач упругого дефор-

мирования. Первый тип – задачи с периодиче-

скими граничными условиями, второй – задачи 

элементарной деформацией ячейки периодично-

сти.  
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