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Аннотация. Рассматривается системно-семантический подход к формированию авто-
матизированного метода идентификации структуры и термогазодинамических пара-
метров системы волновых моделей базовых узлов в составе газотурбинного двигателя 
(ГТД) на основе его 4D – 1D компьютерных моделей. Показано, что данный подход поз-
воляет обеспечить требуемый уровень расширения и формализации знаний в форме 
множества системных моделей цифровых двойников (ЦД) реальных и виртуальных 
объектов и их процессов с сохранением их причинно-следственных связей. Расширя-
ется логика представления элементов системных моделей узлов ГТД в простран-
ственно-временном базисе Минковского на основе их волновых функций. Показана 
объективная необходимость формирования и применения, предметно-ориентирован-
ного формального (порождающего) метаязыка. Рассматривается пример применения 
данного подхода к идентификации структуры и параметров волновой модели осевого 
компрессора в составе ГТД как объекта управления и диагностики. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Известно, что для создания сложных технических объектов необходимо использовать мно-

гоаспектные системно-теоретические знания в исследуемой предметной области (ИПО). Раз-

работанные в материальной диалектике принципы и законы являются основой системной ме-

тодологии и системных методов в практической деятельности в форме «инженерной диалек-

тики» [1-6]. Определим в качестве ИПО методологические и методические аспекты разра-

ботки компьютерных термогазодинамических моделей как объектов управления, контроля и 

диагностики, и их применения при разработке систем автоматического управления, контроля 

и диагностики (САУКиД) класса систем с полной ответственностью (FADEC) [7-17]. 

Отметим, что если для системного проектирования замкнутых каналов управления  

САУКиД требования к динамическим моделям определяются существенным диапазоном ча-

стот ГТД и исполнительных механизмов (ИМ) как объекта управления и не превышают, как 

правило, 5–10 Гц, то по термогазодинамическим параметрам газовоздушного тракта (ГВТ) для 

контроля и диагностики резонансных явлений (при розжиге, горении, сжатии, расширении, 

помпаже, вибрациях и др.) необходимый диапазон существенных частот уже составляет  ки-

логерцы (кГц), определяемых характеристиками (длиной, амплитудой и др.) относительно 
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звуковых волн в потоке. Отметим, что в известных методах и моделях термогазодинамических 

расчетов дроссельных характеристик (ДХ) и высотно-скоростных характеристик (ВСХ) ГТД 

основные параметры потока также рассчитываются с относительно скорости звука. Таким об-

разом, можно предположить, что скорость звука в потоке выполняет роль относительной инер-

циальной системы отсчета при расчете его параметров. 

Статические и динамические модели таких процессов строятся, как правило, на основе тео-

рии уравнений Навью Стокса в частных производных и их дальнейшей трансформации в класс 

волновых уравнений при различных допущениях на физико-механические свойства потока 

газа (воздуха), граничных и начальных условиях, определяемых геометрией течения (кон-

струкцией ГВТ) газа в узлах ГТД. Несложно показать, что при сохранении условия детерми-

низма (стационарности процессов течения) решения волновых уравнений будут соответство-

вать моделям ДХ и ВСХ (в терминологии теории волновых уравнений (ТВУ) стоячей волны в 

пространстве). В динамике же волновые уравнения как модель естественных (собственных) 

колебаний в потоке являются одним из основных генераторов, возбуждающих вибрации, вы-

сокочастотные колебания газа, помпажи, пульсационное горение и др., как это было отмечено 

выше. 

Можно выделить три подхода к построению (конструированию) данного класса моделей:  

- аналитический, на основе теории нелинейных дифференциальных уравнений в частных 

производных математической физики и интерпретации их пространственной геометрии (кон-

фигурации) в форме граничных условий и во временном (динамическом) пространстве в 

форме начальных условий с последующим их упрощением до системы дифференциальных 

уравнений с сосредоточенными параметрами в пространстве состояний; 

- идентификационный, методами теории идентификации параметров модели путем плани-

рования и проведения экспериментов на реальном объекте и на стендах или его нелинейной 

модели (в том числе и на модели расчета ВСХ и ДХ) и обработки полученных данных; 

- комбинированный, виртуально-экспериментальный с применением аналитических мето-

дов, когда часть реальных данных получают путем имитации экспериментов на сложных мо-

делях (полунатурных стендах), а параметры упрощенных моделей в форме системы алгебраи-

ческих и обыкновенных дифференциальных уравнений получают аналитическими методами 

(теория анализа больших данных). 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Определим необходимые и достаточные условия для проектирования (конструирования) 

структуры и метода решения волнового уравнения нестационарного газодинамического по-

тока для компрессора как узла в системе ГТД и определения его параметров методом иденти-

фикации по данным, рассчитываемым по нелинейной термогазодинамической модели для 

установившегося (детерминированного) газового потока в ГТД.  

Полагаем, что в объеме, определяемом площадью сечений S1(X1) на входе осевого ком-

прессора (ОК) и S2(Х2) на выходе ОК и длиной L в каждый момент времени находится опре-

деленное количество воздуха. Полагаем, что газодинамическое состояние этого объема воз-

духа определяется законами Ньютона, в частности, законом сохранения (неразрывности) 

определенной массы газа в системе координат продольного сечения ГТД. По второму закону 

Ньютона, силы, действующие на объем (массу) объекта на входе и выходе ОК, определяются 

как произведение площади на давление. С учетом эквивалентной силы, определяемой про-

дольной составляющей механической энергии Рмех, суммарная продольная сила на объем от 

Х1 до Х2 равна нулю при стационарном потоке. Это означает, что силы внутри и снаружи 

объекта уравновешиваются. 

Масса воздуха в ОК равна произведению его плотности на объем или произведению плот-

ности на эквивалентную среднюю площадь и на длину. Определим ускорение данной массы 

как производную функции средней скорости от времени.
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Введенные допущения определяют основные свойства волны, которая может возникать 

(генерироваться), прежде всего, за счет изменения локальной плотности и скорости течения 

воздуха (газа), так плотность сохраняет дифференциальные свойства массы в динамике. 

Полагая, что амплитуда колебаний в потоке мала, молярную массу и его температуру 

можно считать постоянными и равными значениям на исследуемом статическом режиме. Та-

ким образом, из-за свойства сжатия и расширения воздуха в потоке в окрестности установив-

шегося режима существуют волны в пространстве и времени. Таким образом, можно полагать, 

что волновое уравнение есть распределение плотности воздуха относительно установивше-

гося стационарного потока. 

В соответствии с понятием инерциальной системы отсчета координат Ньютона, теорией 

термогазодинамического расчета ГТД и рассмотренными выше допущениями сконструируем 

математическую компьютерную модель волны и метод ее структурно-параметрической иден-

тификации в ОК. 

Полагаем, что в объеме проточной части V ОК постоянно находится масса воздуха m, на 

которую действует сила F: 

𝐹 = 𝑚𝑎, 
или в соответствии с рисунком 1: 

𝐹 = 𝑆(𝑝(𝑥1, 𝑡) − 𝑝(𝑥2, 𝑡)), 
или с учетом плотности воздуха 

𝑚 = 𝜌(𝑥)𝑆(𝑥)(𝑥2 − 𝑥1), 
где 

𝑎 = 𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) 

отсюда 

𝜌(𝑥)𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) = lim
𝑥2−𝑥1

𝑝(𝑥1, 𝑡) − 𝑝(𝑥2, 𝑡)

𝑥2 − 𝑥1
= −𝑝𝑥(𝑥, 𝑡) 

то есть 

𝜌(𝑥)𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) = −𝑝𝑥(𝑥, 𝑡) 

С другой стороны, состояние определенной массы воздуха m в объеме V определяется 

уравнением состояния: 

𝑃 =
𝑅𝑇

𝑀

𝑚

𝑉
, 

𝑚

𝑉
= 𝜌, 

𝑘 =
𝑅𝑇

𝑀
, 

𝑃 = 𝑘𝜌, … , 𝑝𝑥 = 𝑘𝜌𝑥 

𝜌𝑣𝑡 = −𝑘𝜌𝑥 . (1) 

На основании проведенных выше аналитических преобразований определим полный диф-

ференциал величины выделенной массы m как dm=Δm, то есть 

Δ𝑚 = [𝑆𝜌(𝑥2, 𝑡)𝑣(𝑥2, 𝑡)]Δ𝑡 − [𝑆𝜌(𝑥1, 𝑡)𝑣(𝑥1, 𝑡)]Δ𝑡, 

Δ𝑚 = 𝑆(𝑥2 − 𝑥1)(𝜌(𝑥, 𝑡1) − 𝜌(𝑥, 𝑡1)). 
Примечание. 

Полагаем, что некоторые параметры, определяющие колебания параметров массы, малы 

(v, ρx, ρt, vx – малы), а произведением двух малых величин пренебрегаем. 

Проведем преобразования: 

𝑆(𝑥2 − 𝑥1)(𝜌(𝑥, 𝑡2) − 𝜌(𝑥, 𝑡1)) = −𝑆Δ𝑡(𝜌(𝑥2, 𝑡)𝑣(𝑥2, 𝑡) − 𝜌(𝑥1, 𝑡)𝑣(𝑥1, 𝑡) 
и получим уравнение: 

𝜌𝑡 = −𝜌𝑣𝑥 . (2) 

Уравнения (1) и (2) составляют систему (3а), которую далее дифференцируем и пренебре-

гаем произведением малых членов. После преобразований (3а) получаем уравнение (3).
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а) конструктивная схема одноступенчатого ОК 

 

б) расчетная схема волнового уравнения одноступенчатого ОК 

 
в) качественное изменение параметров потока воздуха в ступени ОК 

Рис. 1. Структура схема волновой 2D-модели одноступенчатого ОК в составе ГТД. 
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{
𝜌𝑣𝑡 = −𝑘𝜌𝑥 , |

𝜕

𝜕𝑥

𝜌𝑡 = −𝜌𝑣𝑡 , |
𝜕

𝜕𝑡

 (3a) 

𝜌𝑡𝑡 = 𝑘𝜌𝑥𝑥 . (3) 

Для решения уравнения (3) в ограниченном объеме проточной части ОК длиной L = (Х2 – 

Х1) применим метод разложения искомого решения в ряд Фурье при условии равномерной 

сходимости. Отметим, что уравнение (3) является линейным и обладает свойством суперпози-

ции, то есть сумма отдельных решений будет являться также его решением. Кроме того, если 

в точках Х1, Х2 решение обращается в ноль, то и сумма решений в этих точках будет равна 

нулю. 

При замене переменных волнового уравнения ОК (3) на общепринятые в уравнениях ма-

тематической физики на utt=ρtt, uxx=ρxx, a2=k и задании граничных и начальных условий в со-

ответствии с теорией проектирования ОК уравнение принимает следующий вид: 

{
 
 

 
 

𝑢𝑡𝑡 = 𝑎
2𝑢𝑥𝑥 ,

𝑢(0, 𝑡) = 0,

𝑢(𝐿, 𝑡) = 0 (из условия стационарности)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑈0 sin (
𝐾𝜋𝑥

𝐿
) ,

 

ut(x,0)=0, где k – количество ступеней ОК, а U0 – среднее значение динамической составляю-

щей параметра, получаемой от передаваемой энергии в каждой ступени. 

Решение уравнения (3) с добавленными начальными и граничными условиями известно в 

виде произведения двух отдельных функций, где каждая функция зависит только от одной 

переменной, то есть: 

{
 
 

 
 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑇(𝑡)𝑋(𝑥),

𝑢𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑇
′′
(𝑡)𝑋(𝑥),

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑇(𝑡)𝑋
′′
(𝑥),

(𝑇′′
(𝑡)
𝑋(𝑥) = 𝑎2𝑇(𝑡)𝑋

′′
(𝑥))/𝑎

2𝑇(𝑡)𝑋(𝑥)

 

Получим задачу Штурма-Лиувилля: 

𝑇′′(𝑡)

𝑎2𝑇(𝑡)
=
𝑋′′(𝑥)

𝑋(𝑥)
= −𝜆, 

 

(4) 

или 

𝑋′′(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0, 

𝑋(0) = 0, 

𝑋(𝐿) = 0, 

которая имеет три класса решений, одно из которых нетривиальное при λ>0: 

1) λ=0, 

𝑋′′(𝑥) = 0, 

𝑋(𝑥) = 𝑐1𝑥 + 𝑐2, 

𝑐1 = 0, 𝑐2 = 0, 
𝑋(𝑥) = 0. 

2) λ<0, следовательно X(x) ≡0. 

3) λ>0. 

Решения будут иметь вид: 

𝑋(𝑥) = 𝐴 sin(√𝜆 𝑥) + 𝐵 cos(√𝜆𝑥), 

𝑋(0) = 𝐵 = 0, 

𝑋(𝑥) = 𝐴 sin(√𝜆 𝑥) = 0,
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sin(√𝜆 𝑥) = 0, 

√𝜆𝐿 = 𝜋𝑛 при 𝑛 ∈ Ζ, 

√𝜆 =
𝜋𝑛

𝐿
, 

𝜆 = (
𝜋𝑛

𝐿
)2, 

𝑋𝑛(𝑥) = 𝐴𝑛 sin (
𝜋𝑛𝑥

𝐿
)  и 𝑇′′(𝑡) + 𝑎

2𝜆𝑇(𝑡) = 0 или 𝑇′′(𝑡) + (
𝑎𝜋𝑛

𝐿
)2𝑇(𝑡) = 0. 

𝑇(𝑡) = 𝐶𝑛 sin (
𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡) +𝐷𝑛 cos cos (

𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡) , 

𝑢𝑛(𝑥, 𝑡) = ((𝐶𝑛 sin
𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡) + 𝐷𝑛 cos (

𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡))𝐴𝑛 sin (

𝜋𝑛

𝐿
𝑥) 

или общее решение (4) есть 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∑(𝑎𝑛 sin (
𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡) + 𝑏𝑛 cos (

𝑎𝜋𝑛

𝐿
𝑡)) sin (

𝜋𝑛

𝐿
𝑥)

∞

𝑛=1

 
(5) 

РАСЧЕТНО-АНАЛИТИЧЕСКАЯ ФОРМА ПРЕДСТАВЛЕНИЯ КОМПЛЕКСНЫХ МОДЕЛЕЙ ГТД КАК 

ОБЪЕКТОВ УПРАВЛЕНИЯ, КОНТРОЛЯ И ДИАГНОСТИКА 

Математические модели ГТД как объекта управления, реализуемые в программных ком-

плексах класса DVIGwT, GasTurbo, ГРЭТ, TermoGTE, MATLAB, LabVIEW и др., могут быть 

представлены в форме кибернетических моделей (ЦД) в пространстве состояний или неявно 

заданных функций [7, 8, 10, 13-15]: 

𝑋′ = 𝐹(𝑋, 𝑉,𝑈), или 𝐹(𝑋, 𝑉, 𝑈) − 𝑋′ = 0 (6) 

𝑌 = Φ(𝑋, 𝑉,𝑈), или Φ(𝑋, 𝑉,𝑈) − 𝑌 = 0 (7) 

где X=[ni…]T – вектор переменных состояния; 

V=[M, H, Nny, Nотб]T – вектор внешних воздействий; 

U=[GT, αна, Gотб, Fpc, …]T – вектор управления; F, Φ – нелинейные операторы (функции); Y 

– вектор выходных координат. 

Соответственно, кибернетическую структуру модели (6)-(7) можно преобразовать в форму 

OLAP куба или в структуру реляционной базы данных (РБД), для этого достаточно вектора X, 

V, U, X’, Y интерпретировать как  нормативные шкалы, образующие ортогональную систему 

координат для элементов РБД, представляющих значения отношений между координатами 

шкал. 

Дальнейшие рассуждения проведем на примере расчетно-аналитического моделирования 

виртуального одноовального ГТД на заданных статических режимах в системе DWIGwT. Ре-

зультаты моделирования представим в форме фрагмента таблицы РБД в системе шкал (мета-

данных): V=[M,H]T, X=[n], U=[GT, Gотб]T, Y=[n,GT,Gотб, p(x1,t), m, ρ(x), vt(x,t)]T, для 

V=const (таблица 1), определяющих структуру кибернетической модели ОК как объекта 

управления, контроля и диагностики в составе ГТД с неявно заданными функциями между 

связанными параметрами. В этом случае в соответствии с теорией линеаризации можно вы-

числить параметры функциональных связей в явной линейной форме в окрестности заданного 

режима путем расчета полных дифференциалов и частных производных. 
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Таблица 1  

Форма представления результатов моделирования 

Режим Параметры 

Режим 0 

n0 
n0 GT0 Gотб0 P0(x, t) m0 ρ0(x) ʋt0(x,t) …. 

Режим 1 

n0+dn1 

n1= 

n0+dn1 
GT1 Gотб1 P1(x, t) m1 ρ1(x) ʋt1(x,t)  

Диф. (1,0) dn1 dGT1 dGотб1 dP1(x,t) dm1 dρ1(x) dʋt1(x,t) …. 

Режим 2 

n0+dn2 

n2= n0  -

dn2 
G T2 Gотб2 P2(x, t) m2 ρ2(x) ʋt2(x,t)  

Диф. (2,0) dn2 dGT2 dGотб2 dP2(x,t) dm2 dρ2(x) dʋt2(x,t) …. 

Режим 3 

n0+dn3 

n3= n0  -

dn3 
G T3 Gотб3 P3(x, t) m3 ρ3(x) ʋt3(x,t)  

Диф. (3,0) dn3 dGT3 dGотб3 dP3(x,t) dm3 dρ3(x) dʋt3(x,t) …. 

        …. 

 

Отметим, что таблица 1 является выделенной подтаблицей из РБД как дискретное подмно-

жество параметров и их значений, характеризующих возможные состояния (статические и ди-

намические) ОК из всего множества возможных режимов (состояний) ГТД. 

Анализ приведенных параметров, их дифференциалов и частных производных показывает, 

что при заданной аналитической структуре волнового уравнения и его граничных и начальных 

условиях (1) – (5) по ним определяются частота и амплитуда колебаний плотности воздуха в 

потоке. 

Таким образом, в явной форме предложен метод расчета параметров для коэффициентов 

линейных динамических моделей в частных производных в форме волновых уравнений газо-

динамического потока ГТД с помощью системы DWIG. 

В неявной форме показана возможность создания интегральной вычислительной плат-

формы, включающей системы типа DVIGwT, MATLAB, (функционалы Identification, 

Optimization и др. опции), LabVIEW и др. на основе соответствующих методов неявно выража-

емых функций и ИТ. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

1. Разработаны подход и расчетно-аналитический метод идентификации структуры и 

параметров множества взаимосвязанных локальных линейных моделей, эквивалентно 

отображающих значения параметров и их неявно выраженные функциональные связи в не-

линейной термогазодинамической модели ГТД как объекта управления, контроля и диагно-

стики.  

2. Данный подход и метод продемонстрированы на примере идентификации структуры 

и параметров локальной линейной динамической модели ОК в форме волнового уравнения 

из нелинейной термогазодинамической модели ГТД. 

3. Предложенный подход способствует формализации (соблюдению) условия “иденти-

фицируемости и прослеживаемости” (установление причинно-следственных связей между 

состояниями разных узлов), способствуя решению задачи контроля и диагностики. 
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