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Аннотация. Рассматривается задача построения линейной одномерной функциональной зависимости 
при разных законах распределения случайных величин, объемах и погрешности регистрации незави‐
симой и зависимой переменных; предлагается подход к оцениванию параметров линейной зависимо‐
сти,  при  отсутствии  корреляционной  таблицы  эмпирических  данных.  Устанавливается  связь  предла‐
гаемого подхода с методом наименьших квадратов.  
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 ВВЕДЕНИЕ 

Задача анализа связей между параметрами, 
характеризующими состояния объектов, отно-
сится к основным задачам информационной 
поддержки управления сложными объектами. 
Примерами задачи анализа связей являются: 
формирование матриц взаимосвязи при поэтап-
ном преобразовании ожиданий пользователей 
в характеристики изделия, процесса производ-
ства изделий и систем контроля за ходом про-
цесса в рамках QFD (Quality Function Deploy-
ment) – методологии [1]; анализ влияния харак-
теристик потока заявок на значения характери-
стик качества систем массового обслуживания 
(СМО) [2]; влияние условий испытаний и экс-
плуатации на характеристики надежности тех-
нических систем [3]; когнитивное моделирова-
ние слабо структурированных систем [4, 5] и др. 

Необходимость оценивания характеристик 
связи, с одной стороны, и объективные ограни-
чения на возможность получения измеритель-
ных данных, с другой, привели к разработке 
разных подходов к анализу связей: на основе 
экспертных оценок и использования лингвисти-
ческих переменных [1]; на основе исследования 
непрямых влияний, на базе аппарата знаково-
ориентированных графов и нечетких когнитив-
ных карт; на основе знаковых корреляционных 
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функций, парных, множественных и парциаль-
ных коэффициентов корреляции [6]; на основе 
коэффициентов ассоциативности [7] и др.  

Одной из наиболее известных задач оцени-
вания взаимосвязей случайных величин являет-
ся задача оценивания линейных регрессионных 
зависимостей (одномерных и многомерных) на 
основе выборочных данных. В литературе при-
ведено описание большого числа инженерных 
задач, в основе решения которых лежит по-
строение линейных функциональных зависимо-
стей по экспериментальным данным. В качестве 
примеров задач укажем следующие: задачу оп-
ределения характеристик линейных случайных 
функций при анализе параметрической надеж-
ности изделий [3]; задачу исследования зависи-
мости характеристик надежности от условий 
работы объекта [3]; построение линейных деск-
риптивных моделей по результатам полного 
факторного эксперимента [8]. Однако, несмотря 
на большое число проведенных исследований, 
задача анализа линейных зависимостей на осно-
ве экспериментальных данных далека от окон-
чательного решения. 

В статье рассматривается метод построения 
линейной одномерной регрессионной зависимо-
сти при независимой регистрации значений 
случайных параметров объекта, т. е. при разных 
объемах и погрешности регистрации независи-
мой и зависимой переменных. 
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ПОДХОДЫ  
К ПОСТРОЕНИЮ ЛИНЕЙНЫХ 

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ЗАВИСИМОСТЕЙ 

Наиболее известным подходом к построе-
нию линейных функциональных зависимостей 
является подход, основанный на анализе корре-
ляционной таблицы наблюдаемых значений не-
зависимой X и зависимой Y переменных. 

В одномерном случае формальная задача 
имеет вид: 

А:{x, y}1
N → {a, b}, (1) 

где {x, y}1
N – таблица, содержащая совокупность 

из N пар чисел (x, y), полученных в одинаковых 
условиях при наблюдениях за одним и тем же 
объектом, причем измерения выполняются од-
ним и тем же способом; {a, b} – параметры ли-
нейной зависимости y = a + bx; А – оператор, 
позволяющий получать значения {a, b} на осно-
ве исходной таблицы  {x, y}1

N. 
В литературе описаны разные способы оце-

нивания {a, b}: метод наименьших квадратов 
[3, 9, 10]; метод наименьших модулей [9]. Среди 
этих методов наибольшее распространение по-
лучил метод наименьших квадратов (хотя 
в литературе, например в [10], описано много 
примеров его некорректного использования). 

Другим подходом к оцениванию параметров 
линейной зависимости является подход, осно-
ванный на анализе закона распределения функ-
ции случайного аргумента [11, 12]. В основе 
этого подхода лежит соотношение: 

ሻݕଶሺܨ ൌ ׬ ଵ݂ሺݔሻ݀ݔ௬ழ஦ሺ௫ሻ ,  (2) 

где F2(y) – функция распределения случайного 
аргумента; f1(x) – плотность распределения слу-
чайного аргумента. 

В [12] рассмотрен случай построения ли-
нейной зависимости при нормальных законах 
распределения N(x, M[x], σx); N(y, M[y], σy). 
В [13] приведены результаты исследования мо-
дели (2), соответствующие случаю, когда 
y = φ(x) является строгой функциональной зави-
симостью, а F2(y) и f1(x) относятся к классу 
унимодальных непрерывных законов распреде-
ления случайных величин, у которых 0 ≤ X < ∞;           
0 ≤ Y < ∞. 

ВЛИЯНИЕ  
ТИПА ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

СЛУЧАЙНОГО АРГУМЕНТА 
НА ХАРАКТЕР ПОЛЯ РАССЕЯНИЯ 

В известной литературе, посвященной по-
строению регрессионных зависимостей на осно-
ве корреляционной таблицы, отмечается, что 

основу анализа составляет так называемое «по-
ле рассеяния» [2]. Оценим влияние типа f1(x) и 
погрешности регистрации выборочных данных 
на характер поля рассеяния. 

На рис. 1 в качестве примера показаны поля 
рассеяния в случае, когда f1(x) соответствовало 
показательному, нормальному и равномерному 
законам распределения при объемах регистри-
руемых значений X и Y N = 10. В случае равно-
мерного закона распределения  X ∈ [0;1]; в слу-
чае показательного и нормального законов па-
раметры распределения подбирались таким об-

разом, чтобы выполнялось условие ׬ 	 ଵ݂ሺݔሻ݀ݔ	
ଵ
଴ > 

> 0.98. Это условие соблюдается, когда σx =1/6.  
В ходе исследований рассматривался слу-

чай, когда зависимая переменная была связана 
с независимой соотношением y = x. На незави-
симые выборочные значения xi (i = 1;ܰതതതതത) накла-
дывалась помеха εi

(x) (i = 1;ܰതതതതത), а на yi (i = 1;ܯതതതതതത)  
накладывалась помеха εj

(y) (j= 1;ܯതതതതതത), так что при 
зависимости вида y = x фактически рассматри-
валась xi

* = xi + εi; yi
* = xi + εi

(x) + εj
(y). В качестве 

законов распределения ошибки ߖ(ε) выступали 
равномерный либо нормальный законы распре-
деления с нулевым математическим ожиданием 
M[ε] = 0. Параметр масштаба σε законов ߖ(ε) 
определялся из соотношения σε = ασx, 
α ∈ {0; 0.1; 0.5; 0.9}. Приведенные рисунки со-
ответствуют случаю α = 0.5. При построении 
полей рассеяния следовали правилу: если зна-
чения xi

*, yi
* оказывались меньше нуля, их зна-

чения принимались нулевыми; если значения 
xi

*, yi
* оказывались больше единицы, они при-

нимались равными единице, учитывая, что по 
условию задачи X ∈ [0;1]; Y ∈ [0;1]. Для сравне-
ния на рис. 2 приведены поля рассеяния, соот-
ветствующие случаю, когда на области распре-
деления ΩХ и ΩY не накладывалось каких-либо 
ограничений. 

Из полученных результатов можно заклю-
чить, что в сопоставимых условиях вид поля 
рассеяния при одних и тех же значениях зависит 
от типа f1(x), типа ߖ(ε) и характеристики мас-
штаба σε, а также от того, накладываются ли 
ограничения на области определения ΩХ и ΩY. 
При проведении эксперимента для обеспечения 
независимости выборочных данных при генера-
ции xi

* использовался алгоритм «с перемешива-
нием», укрупненная схема которого представ-
лена на рис. 3. В ходе исследований число по-
вторений эксперимента составляло 1000 раз. 
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Рис. 1. Изменения формы поля рассеяния: 
а – при показательном законе распределения аргумента F1(x) и равномерном законе распределения ошибки ߖ(ε);
б – при показательном законе распределения аргумента F1(x) и нормальном законе распределения ошибки ߖ(ε);
в – при равномерном законе распределения аргумента F1(x) и равномерном законе распределения ошибки ߖ(ε);
г – при равномерном законе распределения аргумента F1(x) и нормальном законе распределения ошибки ߖ(ε); 
д – при нормальном законе распределения аргумента F1(x) и равномерном законе распределения ошибки ߖ(ε); 
е – при нормальном законе распределения аргумента F1(x) и нормальном законе распределения ошибки ߖ(ε) 

в 

а 

д 

б 

г 

е  
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Рис. 2. Изменения формы поля рассеяния при отсутствии ограничений на области распределения ΩХ и ΩY: 
а – для показательного закона распределения  

аргумента F1(x) и равномерного закона распределения ошибки ߖ(ε);        
б – для показательного закона распределения  

аргумента F1(x) и нормального закона распределения ошибки ߖ(ε);       
в – для равномерного закона распределения  

аргумента F1(x) и равномерного закона распределения ошибки ߖ(ε);        
г – для равномерного закона распределения  

аргумента F1(x) и нормального закона распределения ошибки ߖ(ε);       
д – для нормального закона распределения  

аргумента F1(x) и равномерного закона распределения ошибки ߖ(ε);        
е – для нормального закона распределения 

аргумента F1(x) и нормального закона распределения ошибки ߖ(ε) 

а 

в 

д е 
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ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 

ПРИ ОТСУТСТВИИ 
КОРРЕЛЯЦИОННОЙ ТАБЛИЦЫ 
ЭМПИРИЧЕСКИХ ДАННЫХ 

При решении практических задач приходит-
ся сталкиваться с ситуацией, когда объемы 
и погрешности измерений X и Y различны. Это, 
например, возможно, когда за получение изме-
рительных данных отвечают разные организа-
ции, действующие в соответствии со своими 
правилами. В качестве примера упомянем [3], 
где описываются проблемы, связанные со сбо-
ром данных по результатам подконтрольной 
эксплуатации. 

Будем считать, что зависимая y и независи-
мая x величины связаны соотношением:  

y = bx.    (3) 

Это допущение не снижает общности даль-
нейших рассуждений, т. к. от зависимости вида 
y = a + bx можно перейти к зависимости ݕො = bx, 
где ݕො	= y – a. 

Известно, что математическое ожидание не-
прерывной случайной величины определяется 
на основе соотношения: 

ሿݔሾܯ ൌ ׬ ஐХݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
,	 (4) 

где ΩХ – область определения случайной вели-
чины. Преобразуем его к виду 

ሿݔሾܯ 	ൌ ∑ ׬ ୼೔ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
ே
௜ୀଵ .  (5) 

Будем подбирать Δi таким образом, чтобы 

׬ ୼೔ݔሻ݀ݔሺ݂ݔ
ൌ ௜݌ ൌ 	

ଵ

ே
, ሺ݅	 ൌ 	 1;ܰതതതതതሻ, (6) 

где N – наперед заданное число. 
Если в качестве представителя Δi взять лю-

бую точку внутри Δi, т. е. xi ∈ Δi, (6) преобразу-
ется к известному соотношению для оценивания 
центра группирования непрерывной случайной 
величины по выборочным данным: 

M[x] = 
∑ ௫೔
ಿ
೔సభ

ே
.       (7) 

Рассуждая аналогичным образом, можно ус-
тановить, что при y = bx справедливы соотно-
шения: 

       M[ݕො] = bM[x]; (8) 

σy = bσx.    (9) 

Здесь σx, σy – характеристики масштаба 
в форме среднеквадратического отклонения не-
прерывных случайных величин X и Y.  

Установим теперь значение коэффициента 
корреляции ݎ௫௬ො  в случае, когда между зависи-
мой и независимой величинами существует ли-
нейная связь. 

Согласно [14] расчет коэффициента корре-
ляции осуществляется на основе соотношения: 

௫௬ොݎ ൌ
௖௢௩ሺ௫௬ොሻ

஢ೣ஢೤
ൌ ܯ ൤௫ିெ

ሾ௫ሿ

஢ೣ
∙
௬ොିெሾ௬ොሿ

஢೤
൨ . 

В случае y = bx 

௫௬ොݎ ൌ ܯ ൤௫ିெ
ሾ௫ሿ

஢ೣ
∙
௬ොିெሾ௬ොሿ

஢೤
൨ ൌ

ൌ ܯ ቂ
ሺ௫ିெሾ௫ሿሻమ

஢ೣమ
ቃ ൌ 1.        (10) 

Вышеприведенные выкладки имели целью 
подчеркнуть то обстоятельство, что коэффици-
ент корреляции является, на наш взгляд, харак-
теристикой взаимосвязи не только в случае 
нормальных законов распределения случайных 
величин N(x, M[x], σx); N(y, M[y], σy) (что под-
черкивается, например, в [2], [15], [16]), но и в 
случае иных непрерывных законов распределе-
ния случайных величин в случае, когда ݕො = bx. 

Учитывая, что M[ݕො] и M[y] связаны соотно-
шением:  

M[ݕො] = M[y] – a, 

параметр a зависимости y = a + bx может быть 
определен из соотношения: 

a = M[y] – M[x]	
஢೤
஢ೣ

.  (11) 

Соотношения (10) и (11) позволяют разрабо-
тать простую вычислительную процедуру оцени-

Выбор из массивов {x}1
M, {ε}1

M компо-
нентов с номерами k1, k2,…, kN  и форми-
рование выборки случайных величин 

{x}1
N, где xi

* = xi + εi 

Генерация массива равномерно распре-
деленных целых чисел k1,…, kN 

Генерация вспомогательного массива 
случайных независимых величин  

ε1,…, εM, компоненты которого соответ-
ствуют ߖ(ε), причем M >> N 

Генерация вспомогательного массива 
случайных независимых величин  

x1,…, xM, компоненты которого соответ-
ствуют f1(x), причем M >> N 

Рис. 3. Алгоритм генерации случайных 
чисел «с перемешиванием» 
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вания параметров линейной регрессионной зави-
симости (рис. 4) в случае, когда f1 (x) и f2 (x) пред-
ставляют собою однотипные плотности распре-
деления непрерывных случайных величин. От-
метим, что эти соотношения справедливы и в 
случае, когда объемы выборочных данных раз-
личны и, более того, выборки {x}1

N и {y}1
K фор-

мируются независимо друг от друга (при этом 
предполагается, что из содержательного анализа 
известно наличие линейной зависимости y = a + 
bx. Например, известно, что механизмы деграда-
ции свойств изделий в штатном и форсирован-
ном режимах испытаний одни и те же, однако, 
скорости процессов деградации различны). 

 

ИССЛЕДОВАНИЕ КАЧЕСТВА 
ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНОЙ ЗАВИСИМОСТИ 
ПО ВЫБОРОЧНЫМ ДАННЫМ 
ПРИ РАЗНЫХ СПОСОБАХ 

ФОРМИРОВАНИЯ ВЫБОРОК 

На рис. 5 приведена укрупненная схема ал-
горитма формирования независимых выборок 
{x}1

N и {y}1
K разного объема.  

В качестве характеристик качества оценива-
ния параметра модели использовались метрики: 
средняя погрешность оценивания:  

௕෠ܯ ൌ 	
∑ ሺ௕෠ሺೕሻି௕ሻആ
ೕసభ

஗
 ;  (12)

средняя абсолютная погрешность оценивания: 

௕෠ܯ
ሺ஺ሻ ൌ 	

∑ |௕෠ሺೕሻି௕|ആ
ೕసభ

஗
;  (13) 

максимальная абсолютная погрешность оцени-
вания: 

∆௠௔௫ൌ max
௝∈ሼଵ,௅തതതതሽ

ሼ| ෠ܾሺ௝ሻ െ ܾ|ሽ; (14) 

устойчивость оценки: 

σ௕෠ ൌ 	ඨ
∑ ሺ௕෠ሺೕሻି௕ሻమಏ
ೕసభ

ఎ
	.  (15) 

Здесь η – число повторений вычислительно-
го эксперимента. В ходе исследований η прини-
малось равным 1000. 

 

На рис. 6 в качестве примера приведены по-
ля рассеяния значений среднеквадратических 
отклонений σ௫, σ௬, рассчитанные по выборкам 
разного объема при показательном законе рас-
пределения f1(x), равномерном распределении 
ошибки ߖ(ε), σε = 0.1σx. Рис. 6, а соответствует 
случаю N = K = 20; рис. 6, б – N = K = 50; 
рис. 6, в – случаю, когда N = K = 100. На рисун-
ках выделена точка, соответствующая значени-
ям среднеквадратических отклонений при от-
сутствии ошибок в регистрации выборочных 

На основе сформированных выборок {x*}1
N, 

{y*}1
K оценивались параметры ොܽ и ෠ܾ линей-

ной зависимости в l-м эксперименте. Экспе-
римент повторялся заданное число η раз 

Формирование массива {y*}1
K , где yj

* = yj + 
+ εj

(y). Значения εj
(y)  случайным образом из-

влекались из массива {ε(y)}1
M, K << M

Формирование выборки случайных величин 
{y}1

L по схеме, аналогичной формированию 
{x}1

N, L << M 

Формирование массива {x*}1
N , где xi

* = xi + 
+ εi

(х). Значения εi
(х) случайным образом из-

влекались из массива {ε(х)}1
M, N << M 

Генерация вспомогательных массивов слу-
чайных независимых величин {εi

(х)}1
M,  

{ εi
(y)}1

M, соответствующих разным ߖ(ε) 
с различными σε

(x), σε
(y) 

Формирование выборки случайных величин 
{x}1

N по схеме, описанной в разделе 2, N << M 

Генерация вспомогательных массивов слу-
чайных независимых величин {x}1

M, {y}1
M, 

соответствующих заранее выбранным f1(x), 
F2(y). Типы законов распределения X и Y 

одинаковые 

ොܽ ൌ ሿݕ෡ሾܯ െ ሿݔ෡ሾܯ
σෝ௬
σෝ௫

Оценивание параметров линей-
ной зависимости 

෠ܾ ൌ
஢ෝ೤
஢ෝೣ

,

Расчет ܯ෡ሾݔሿ, ܯ෡ሾݕሿ, σෝ௫, σෝ௬ 

Формирование 
выборки {x}1

N
Формирование 
выборки {y}1

K 

Рис. 4. Схема оценивания параметров 
линейной регрессионной зависимости 

по выборочным данным  

Рис. 5. Схема формирования независимых 
выборок разного объема {x*}1

N, {y*}1
K  
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данных σ௫	= σ௬ = 1/6. В ходе исследований 
η принималось равным 1000.  

На рис. 7 в качестве примера приведены 
статистические характеристики качества оцени-
вания параметров линейной зависимости при 
независимо формируемых выборках {x}1

N 
и {y}1

L в случае показательного распределения 
аргумента f1(x), равномерного распределения 
ошибки ߖ(ε). На рис. 7 пунктирные линии соот-
ветствуют равным значениям характеристик 
качества оценивания параметров модели. 

Полученные результаты позволяют заклю-
чить, что в рамках предлагаемого метода воз-
можна компенсация недостатка данных за счет 

повышения устойчивости измерений. Рис. 7, а 
демонстрирует зависимость характеристик ка-
чества, определяемых соотношениями (12)–(15), 
от объемов выборок и погрешности регистрации 
исходных данных. На рис. 7, б и в показаны 
плотности распределения φ( ොܽ), φ( ෠ܾ) параметров 
ොܽ и ෠ܾ соответственно при параметре масштаба 
ошибки σε = 0.9σx. На рис. 7 цифра 1 соответст-
вует случаю, когда объем выборки {x}1

N состав-
лял N = 100; выборки {y}1

K составлял K = 10. 
Цифра 2 соответствует случаю, когда объем вы-
борки {x}1

N составлял N = 100; объем выборки 
{y}1

K составлял K = 20. Цифра 3 – случай, когда 
объем выборки {x}1

N составлял N = 100; выбор-
ки {y}1

K составлял K = 50. Исследования, вы-
полненные на основе методик, описанных 
в [15], по критериям ω2, χ2, F-Колмогорова по-
зволяют заключить, что φ( ොܽ), φ( ෠ܾ) можно ап-
проксимировать нормальными законами рас-
пределения. В ходе эксперимента теоретические 
значения a и b принимали значения «0» и «1» 
соответственно. 

СРАВНЕНИЕ МЕТОДОВ 
ОЦЕНИВАНИЯ ПАРАМЕТРОВ 
ЛИНЕЙНОЙ РЕГРЕССИОННОЙ 

ЗАВИСИМОСТИ 

Приведены результаты сравнительного ана-
лиза подходов к оцениванию параметров одно-
мерной регрессионной зависимости на основе 
метода наименьших квадратов (МНК) и метода, 
основанного на решении задачи, обратной по 
отношению к анализу закона распределения 
функции случайного аргумента (ФСА): 

:ሺФСАሻܣ ଵ݂ሺݔሻ, ሻݕଶሺܨ → 	 ሼܽ, ܾሽ. (16) 

Подробно постановка обратной задачи для 
случая строгих функциональных зависимостей 
ݕ ൌ ߮ሺݔሻ приводится в [13]. 

В основе распределения параметров линей-
ной регрессионной зависимости {a, b} методом 
наименьших квадратов лежит  преобразование 
вида  

:ሺМНКሻܣ ሼݔ, ሽଵݕ
ே → 	 ሼܽ, ܾሽ,  (17) 

где ሼݔ, ሽଵݕ
ே – корреляционная таблица наблю-

даемых значений независимой X и зависимой Y 
случайных величин. Предполагается, что эле-
менты множества удовлетворяют требованиям 
области адекватности МНК [10]. 

В случае одномерной линейной регрессион-
ной зависимости ܣሺМНКሻ сводится к решению 
системы линейных алгебраических уравнений 
[2]: 

в 

Рис. 6. Поля рассеяния значений σ௫, σ௬ 
при показательном законе распределения 

f1(x) и равномерном распределении 
ошибки ߖ(ε) 

 ௬ߪ

 ௫ߪ

б

 ௬ߪ

 ௫ߪ

а 

 ௫ߪ
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ቊ
ܰ ∙ ܽ ൅ ܾ∑ ௜ݔ

ே
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݕ

ே
௜ୀଵ ;

ܽ ∑ ௜ݔ
ே
௜ୀଵ ൅ ܾ∑ ௜ݔ

ଶே
௜ୀଵ ൌ ∑ ௜ݕ௜ݔ

ே
௜ୀଵ ,

    (18) 

откуда для a: 

ܽ ൌ
∑ ௬೔
ಿ
೔సభ

ே
െ ܾ

∑ ௫೔
ಿ
೔సభ

ே
ൌ ሿݕሾܯ െ  ሿ,      (19)ݔሾܯܾ

где M[x], M[y] – оценки первых начальных мо-
ментов X и Y соответственно: 

ሿݔሾܯ ൌ
∑ ௫೔
ಿ
೔సభ

ே
; ሿݕሾܯ			 ൌ

∑ ௬೔
ಿ
೔సభ

ே
;  (20) 

для b:  

ܾ ൌ

∑ ௫೔௬೔
ಿ
೔సభ

ே
െ

∑ ௫೔
ಿ
೔సభ

ே
∙
∑ ௬೔
ಿ
೔సభ

ே

∑ ௫೔
మಿ

೔సభ

ே
െ ൬

∑ ௫೔
ಿ
೔సభ

ே
൰
ଶ ൌ 

ൌ
∑ ೣ೔೤೔
ಿ
೔సభ
ಿ

ିெሾ௫ሿெሾ௬ሿ

஽ೣ
,  (21) 

где ܦ௫ – оценка дисперсии.  
Действительно [2]: 

௫ܦ ൌ 	
∑ ሺݔ௜ െ ሿሻଶேݔሾܯ
௜ୀଵ

ܰ
ൌ 

Рис. 7. Характеристики качества оценивания параметров линейной зависимости 
при независимом формировании выборок {x}1

N,{y}1
K 

а

б в 

௬ ∆௠௔௫ߪ௕෠ܯ

௕෠ܯ
ሺ஺ሻ ߪ௕෠  

σε σε 

σε σε 

f (a) f (b)

a b
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ൌ
∑ ௜ݔ

ଶே
௜ୀଵ

ܰ
െ ሿݔሾܯ2 ∙ 	

∑ ௜ݔ
ே
௜ୀଵ

ܰ
൅ ሺܯሾݔሿሻଶ ൌ 

ൌ
∑ ௜ݔ

ଶே
௜ୀଵ

ܰ
െ 2ሺܯሾݔሿሻଶ ൅ ሺܯሾݔሿሻଶ ൌ 

ൌ
∑ ௫೔

మಿ
೔సభ

ே
െ ሺܯሾݔሿሻଶ.  (22) 

Определение параметров линейной модели 
на основе анализа закона распределения функ-
ции случайного аргумента основано на исполь-
зовании преобразований вида: 

:ሺФСАሻܣ ሼݔሽଵ
ே, ሼݕሽଵ

ே → 	 ሼܽ, ܾሽ,  (23) 

где ሼݔሽଵ
ே, ሼݕሽଵ

ே – независимо наблюдаемые выбо-
рочные значения величин X и Y одного и того 
же объема N. 

Как было показано ранее (11), параметр a 
связан зависимостью того же вида, что и (19). 
Параметр b определяется соотношением (9), 
а именно: 

ܾ ൌ
σ௬
σ௫
. 

Преобразуем это соотношение очевидным 
образом: 

ܾ ൌ
஢೤
஢ೣ
ൌ 1 ∙

஢೤
஢ೣ

.  (24) 

Теперь, с учетом того, что для случайных 
величин, связанных линейной зависимостью, 
коэффициент корреляции равен единице (10), 
преобразуем (24) к виду: 

ܾ ൌ 1 ∙
σ௬
σ௫

ൌ 

ൌ
∑ ሺ௫೔ିெሾ௫ሿሻሺ௬೔ିெሾ௬ሿሻ
ಿ
೔సభ

ே∙஢ೣ∙஢೤
∙
஢೤
஢ೣ

(25) 

с учетом известного правила расчета коэффици-
ента корреляции [2].  

Из (24) следует, что: 

ܾ ൌ

∑ ௫೔௬೔
ಿ
೔సభ

ே
െ ሿݔሾܯ2 ∙ ሿݕሾܯ ൅ ሿݔሾܯ ∙ ሿݕሾܯ

σ௫ଶ
ൌ 

ൌ
∑ ೣ೔೤೔
ಿ
೔సభ
ಿ

ିெሾ௫ሿ∙ெሾ௬ሿ

஽ೣ
.  (26) 

Выражение (26) совпадает с (21), из чего 
можно заключить, что оценки параметров ли-
нейной модели, получаемые в результате реше-
ния обратной задачи определения закона распре-
деления функции случайного аргумента, совпа-
дают с оценками МНК. Учитывая то, что МНК 
позволяет решать задачу лишь при наличии со-
вместно наблюдаемых значений {x, y}1

N, а соот-
ношения (9) и (11) позволяют решать ту же зада-
чу, во-первых, при независимых наблюдениях X 
и Y; во-вторых, при разных объемах выборок 

{x}1
N, {y}1

L, можно заключить, что в случае оце-
нивания параметров линейной регрессионной 
зависимости МНК является частным случаем 
решения задачи, обратной по отношению к из-
вестной задаче определения закона распределе-
ния функции случайного аргумента. 

ОЦЕНИВАНИЕ ХАРАКТЕРИСТИК 
НАДЕЖНОСТИ ПО РЕЗУЛЬТАТАМ 
ФОРСИРОВАННЫХ ИСПЫТАНИЙ 

В качестве примера приложения получен-
ных результатов рассмотрим задачу оценивания 
характеристик надежности технических изделий 
по результатам форсированных испытаний [16]. 
Теоретической базой пересчета данных об отка-
зах в режиме форсированных испытаний на 
нормальные условия испытаний является так 
называемая «базовая закономерность». В основе 
построения базовой закономерности лежит сле-
дующее положение [16]: каждому моменту вре-
мени tj отказа изделия в нормальном режиме Г0 
соответствует единственное значение времени τj 
отказа тождественного изделия в форсирован-
ном режиме Г1. Иными словами, моменты вре-
мени отказов изделий в нормальном Г0 и форси-
рованном Г1 режимах связаны функциональной 
зависимостью  

,Ԧߥሺݐ Г଴ሻ ൌ ݂ሺ߬ሺߥԦ, Гଵሻሻ,  (27) 

где ߥԦ ൌ ሼߥଵ, . ., -௡ሽ – вектор внутренних параߥ
метров изделия, определяющих технические 
характеристики объекта в нормальном 

ܺሺݐ, Г଴ሻ ൌ ,ݐଵሺߥଵሾߖ Г଴ሻ, . . , ,ݐ௡ሺߥ	 Г଴ሻሿ 

и в форсированном  

ܺሺ߬, Гଵሻ ൌ ,ଵሺ߬ߥଶሾߖ Гଵሻ, . . , ,௡ሺ߬ߥ Гଵሻሿ 

режимах. Как отмечается в [16], (27) есть фор-
мальная запись условия независимости расхо-
дования ресурса от предыстории. Изделие, отка-
завшее за время t в режиме Г0, откажет в режиме 
Г1 за время τ, определяемое из условия равных 
вероятностей: 

௤ሺ௧,Гబሻ

௤ሺఛ,Гభሻ
ൌ 1, (28) 

где ݍሺݐ, Г଴ሻ, ݍሺ߬, Гଵሻ – вероятности работы до 
отказа в нормальном и форсированном режимах 
соответственно. 

В контексте статьи (28) есть запись обрат-
ной задачи определения закона распределения 
функции случайного аргумента [17].  

Учитывая, что тип закона распределения 
наработки до отказа является косвенной харак-
теристикой механизма деградации изделия [18], 
можно утверждать, что если в нормальном и 
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форсированном режимах механизмы деграда-
ции одни и те же (но в форсированном режиме 
выше скорость деградации), то типы законов 

распределения ܨଵ
ሺГబሻሺݐሻ ൌ ଶܨ

ሺГభሻሺ߬ሻ являются
одинаковыми. Иными словами, зависимость 
(27) приобретает вид 

ݐ ൌ ݇τ.   

Такая формула представления линейной за-
висимости обосновывается тем, что 

ଵܨ
ሺГబሻሺ0ሻ ൌ ଶܨ

ሺГభሻሺ0ሻ ൌ 0.

Коэффициент ускорения ݇, согласно [18], 
определяется из соотношения  

݇ ൌ σఛ
ሺГభሻ

σ௧
ሺГబሻ൘ .  (29) 

Заметим, что в случае показательных зако-

нов распределения ܨଵ
ሺГబሻሺݐሻ, ܨଶ

ሺГభሻሺ߬ሻ, (29) пре-
образуется к известному виду [16]: 

݇ ൌ ఛܶ
ሺГభሻ

௧ܶ
ሺГబሻ൘ ,  (30) 

где { ఛܶ
ሺГభሻ, ௧ܶ

ሺГబሻ} – значения математических
ожиданий наработки до отказа в режимах Г1, Г0 
соответственно. Корректность преобразования 
(29) к виду (30) обосновывается тем, что для 

показательного закона распределения ఛܶ
ሺГభሻ ൌ

ൌ σఛ
ሺГభሻ; ௧ܶ

ሺГబሻ ൌ σ௧
ሺГబሻ.

Вместе с тем в [2] подчеркивается, что по-
грешность оценивания значений моментов по 
выборке конечного объема увеличивается с рос-
том порядка момента. Кроме того, необходимо 
учитывать то обстоятельство, что при проведе-
нии испытаний в режимах Г0 и Г1 приходится 
иметь дело с выборками конечного объема 
(и, как правило, объем этот мал), следует поль-
зоваться не точечной, а интервальной оценкой 
коэффициента ݇. Иными словами, значение ко-
эффициента ускорения ݇ является величиной 
случайной. 

На рис. 8 приведены оценки законов рас-
пределения коэффициента ускорения, постро-
енные по результатам обработки одних и тех же 
выборок с использованием соотношений (29) 
и (30).  

Рис. 8. Плотность распределения 
коэффициента ускорения при разных 

способах обработки выборок: 
а – на основе (29) при N = 5, K = 10; 
б – на основе (30) при N = 5, K = 10; 
в – на основе (29) при N =10, K = 15;  
г – на основе (30) при N = 10, K = 15; 
д – на основе (29) при N = 20, K = 30;  
е – на основе (30) при N = 20, K = 30  
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В ходе испытаний число повторений экспе-
римента бралось равным 1000. Законы распре-
деления погрешностей ߖ(ε(х)), ߖ(ε(y)) – равно-
мерные; масштабы помех σε

(x) = 0.5σx; σε
(y) = 

=0.5σy. Законы распределения ଵ݂ሺݔሻ ൌ 6݁ି଺௫;      

ଶ݂ሺݕሻ ൌ 6݁ି଺௫. 
Из полученных результатов можно заклю-

чить, что при показательных законах распреде-

ления ܨଵ
ሺГబሻሺݐሻ, ܨଶ

ሺГభሻሺτሻ использование соотно-
шения (30) является более предпочтительным. 
Это обусловлено тем, что при ограниченном 
числе данных погрешность оценивания значе-
ний моментов законов распределения непре-
рывных случайных величин тем больше, чем 
выше порядок момента [2]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Предложен метод построения линейной рег-
рессионной зависимости, основанный на реше-
нии обратной задачи построения закона распре-
деления функции случайного аргумента. Пред-
лагаемый метод отличается от известных тем, 
что позволяет строить линейные регрессионные 
зависимости при отсутствии корреляционной 
таблицы наблюдаемых значений независимой и 
зависимой случайных величин, в том числе при 
разных объемах выборочных данных. Показано, 
что результаты, получаемые посредством пред-
лагаемого метода, совпадают с результатами, 
получаемыми известным методом наименьших 
квадратов в случае наличия корреляционной 
таблицы наблюдаемых значений независимой и 
зависимой случайных величин. Установлено, 
что влияние учета границ области возможных 
значений тем больше, чем более асимметрич-
ным является закон распределения случайного 
аргумента, а также чем больше масштаб ошибки 
измерений. Получены количественные значения 
оценок параметров линейной регрессионной 
модели в зависимости от объемов исходных 
данных, погрешности регистрации данных, за-
кона распределения функции случайного аргу-
мента. Показано, что при заданном значении 
характеристик качества оценивания параметров 
регрессионной модели низкую погрешность ре-
гистрации данных можно компенсировать уве-
личением объема выборочных данных. И, на-
оборот, при ограниченных возможностях полу-
чения выборочных данных требуемое качество 
оценивания параметров регрессионной модели 
можно обеспечить за счет уменьшения ошибки 
в регистрации выборочных данных. 
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