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Аннотация.   Исследовано влияние формата  хранения разреженных матриц на время выполнения на 
графическом  процессоре NVIDIA  Tesla  K20X  базовых  операций  стабилизированного  метода  бисопря‐
женных  градиентов  с  предобуславливателем  ILU(0). Показано,  что для операций построения  ILU(0)  и 
решения соответствующих треугольных систем наибольшая производительность вычислений достига‐
ется при использовании блочного формата BSR, а для операции умножения матрицы на вектор – гиб‐
ридного  формата HYB.  Предложен  подход  к  распараллеливанию  ILU(0),  основанный  на  комбинации 
блочного метода Якоби и алгоритма разделения на уровни, позволяющий сократить на 3–16% время 
решения СЛАУ на одном графическом процессоре, а также задействовать при проведении расчетов не‐
сколько графических процессоров. Разработан параллельный решатель СЛАУ, в котором реализованы 
предобуславливатели  ILU(0) и CPR. Проведена оценка его эффективности на гибридной вычислитель‐
ной системе, оснащенной двумя графическими процессорами NVIDIA Tesla K20X, при решении систем 
линейных  алгебраических  уравнений  с  разреженной  матрицей,  характерных  для  задачи  численного 
моделирования многофазной фильтрации углеводородов в пористой среде. 
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ВВЕДЕНИЕ 

В процессе решения ряда задач компьютер-
ного моделирования возникают системы линей-
ных алгебраических уравнений (СЛАУ), для 
которых характерны большая размерность, 
сильная разреженность и плохая обусловлен-
ность. К примеру, одной из таких практических 
задач является численное моделирование мно-
гофазных фильтрационных потоков углеводо-
родов в пористой среде (гидродинамическое 
моделирование нефтегазовых месторождений). 
Как правило, львиную долю времени (до 90%) в 
процессе численного моделирования занимает 
блок решения разреженных систем линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ) [1], поэтому 
ключевую роль играет производительность и 
масштабируемость линейного решателя. 

Работа выполнена при (частичной) финан-
совой поддержке гранта Правительства РФ в 
рамках постановления №220, договор 
№ 11.G34.31.0042. 

Для решения разреженных и плохо обу-
словленных СЛАУ большой размерности при-
нято использовать итерационные методы под-
пространства Крылова, например, стабилизиро-
ванный метод бисопряженных градиентов 
(BiCGStab) с различными предобуславливате-
лями. Из-за высокой жесткости системы найти 
решение без предобуславливателя или с про-
стейшими вариантами (например, Якоби) не 
удается, поскольку при большом числе итера-
ций накопление вычислительной ошибки при-
водит к значительному искажению приближен-
ного решения [2]. 

Одним из наиболее популярных предобу-
славливателей, применяемых, в частности, при 
численном решении уравнений многофазной 
фильтрации углеводородов, является неполное 
LU-разложение без заполнения (с нулевым за-
полнением) – ILU(0), также используются и 
другие предобуславливатели класса ILU [3, 4]. 
Более эффективным с точки зрения сходимости 
итерационного метода считается специализиро-
ванный двухступенчатый предобуславливатель 
Constrained Pressure Residual (CPR) и его моди-
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фикации [1, 5, 6]. В рамках CPR выделяется ло-
кальный предобуславливатель, в качестве кото-
рого обычно используется алгебраический мно-
госеточный метод (AMG) [7], а также глобаль-
ный предобуславливатель – упомянутый выше 
ILU(0). В нашей работе локальный предобу-
славливатель строится на основе классического 
алгоритма AMG, в качестве сглаживателя ис-
пользуется блочный метод Якоби, а для реше-
ния на грубой сетке – полное LU-разложение. 

В настоящее время в сфере высокопроизво-
дительных вычислений широкое применение 
находят гибридные (гетерогенные) системы, в 
которых наряду с центральными процессорами 
(CPU) устанавливаются массивно-параллельные 
ускорители вычислений, в частности, графиче-
ские процессоры (GPU) NVIDIA. Эффективное 
применение гибридных систем сопряжено с не-
обходимостью переработки программного 
обеспечения путем использования новых техно-
логий параллельного программирования 
(CUDA, OpenACC и др.) и библиотек либо, как 
минимум, оптимизации существующих исход-
ных кодов под целевую вычислительную плат-
форму. В некоторых случаях необходим пере-
ход к специализированным структурам хране-
ния данных, обеспечивающим эффективную 
работу с памятью, а также альтернативным ал-
горитмам, обладающим необходимым ресурсом 
параллелизма. Так, серверный GPU NVIDIA 
Tesla K20X, используемый нами для экспери-
ментов, содержит 2 688 процессорных ядер, 
причем для его загрузки требуется породить 
десятки тысяч легковесных нитей, выполняю-
щих независимые арифметические операции. 

В связи с вышесказанным в нашей работе 
решаются задачи разработки и реализации па-
раллельных алгоритмов решения разреженных 
СЛАУ, позволяющих задействовать уникальные 
вычислительные возможности современных 
гибридных вычислительных систем. В первой 
части статьи рассматриваются некоторые суще-
ствующие и предлагается комбинированный 
подход к распараллеливанию предобуславлива-
теля ILU(0). Во второй части описываются осо-
бенности разработанного параллельного реша-
теля СЛАУ. В третьей части приводятся резуль-
таты экспериментов: исследуется влияние фор-
мата хранения разреженных матриц на 
производительность базовых операций метода 
BiCGStab с предобуславливателем ILU(0), а 
также оценивается эффективность решателя на 
гибридной вычислительной системе при реше-
нии разреженных СЛАУ, характерных для зада-
чи численного моделирования многофазной 
фильтрации углеводородов в пористой среде. 

ПОДХОДЫ К РАСПАРАЛЛЕЛИВАНИЮ 

Алгоритмы построения предобуславливате-
ля ILU(0) и решения систем с нижне- и верхне-
треугольными матрицами в классической по-
становке для сильно разреженных СЛАУ обла-
дают незначительным ресурсом параллелизма. 
Существует множество подходов к распаралле-
ливанию операций построения и применения 
предобуславливателей класса ILU [3, 8, 9]. 

Одним из простейших подходов является 
построение предобуславливателя с помощью 
блочного метода Якоби на основе блочно-
диагональной части исходной матрицы. За счет 
отсутствия зависимостей между блоками, ста-
новится возможным как параллельное построе-
ние предобуславливателя, так и параллельное 
решение множества независимых треугольных 
систем. Данный подход приводит к утрате части 
ненулевых элементов в матрице предобуславли-
вателя с увеличением количества блоков, что 
негативно влияет на сходимость итерационного 
метода. Например, в [10] нами было показано, 
что при разбиении матрицы на 8 и более блоков 
возможно увеличение количества итераций ме-
тода BiCGStab более чем в полтора раза. Следо-
вательно, на GPU, содержащем тысячи процес-
сорных ядер, в чистом виде данный метод ис-
пользовать проблематично. 

Более подходящим для распараллеливания 
ILU(0) на GPU является алгоритм разделения на 
уровни (level scheduling). Идея алгоритма со-
стоит в том, чтобы сгруппировать уравнения 
системы в отдельные подмножества (уровни) 
так, что в рамках каждого из уровней можно 
организовать независимую обработку. Данный 
подход, например, реализован и развит [11, 12] 
в библиотеке cuSPARSE, входящей в состав 
NVIDIA CUDA Toolkit. Применение алгоритма 
разделения на уровни существенно не влияет на 
сходимость итерационного метода, т. к. при по-
строении ILU(0) сохраняются все ненулевые 
элементы, а меняется лишь порядок обработки 
строк матрицы СЛАУ.  

В алгоритме разделения на уровни важным 
параметром, влияющим на эффективность рас-
параллеливания ILU(0), является количество 
уровней: чем их меньше (при фиксированной 
размерности матрицы СЛАУ), тем больше неза-
висимых строк, которые можно обрабатывать 
параллельно. Одним из способов снижения чис-
ла уровней является разреживание матрицы, 
причем нами предлагается использовать в каче-
стве процедуры разреживания вышеупомянутый 
блочный метод Якоби. 

В результате предлагаемый комбинирован-
ный подход к распараллеливанию ILU(0) состо-
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ит в построении предобуславливателя на основе 
блочно-диагональной части матрицы СЛАУ с 
использованием алгоритма разделения на уров-
ни как при формировании ILU(0), так и при ре-
шении соответствующих треугольных систем. 

Комбинированный подход к распараллели-
ванию ILU(0) предлагается использовать в рам-
ках двухступенчатого предобуславливателя 
CPR, т. к. сходимость итерационного метода 
менее чувствительна к качеству LU-разложения, 
чем при использовании ILU(0) в роли основного 
предобуславливателя. Также отметим, что ком-
бинированный подход позволяет естественным 
образом распределить работу при построении и 
применении ILU(0) между несколькими GPU. 

В нашем решателе реализованы следующие 
варианты распараллеливания ILU(0) на GPU: 

1) на одном GPU средствами библиотеки
cuSPARSE реализуется разделение строк мат-
рицы на уровни и их дальнейшая параллельная 
поуровневая обработка; 

2) на нескольких GPU используется комби-
нированный подход: алгоритм разделения на 
уровни применяется к блочно-диагональной час-
ти с количеством блоков, равным числу GPU; 

3) на одном или нескольких GPU (в рамках
CPR) используется комбинированный подход, 
причем количество блоков в блочно-
диагональной части исходной матрицы выбира-
ется под задачу (в нашей работе от 64 до 256). 

ОСОБЕННОСТИ ПРОГРАММНОЙ 
РЕАЛИЗАЦИИ 

GPU-версия решателя разработана средст-
вами CUDA, OpenMP, а также базируется на 
функциях библиотек cuBLAS и cuSPARSE из 
состава NVIDIA CUDA Toolkit и библиотеки 
NVIDIA AmgX. В решателе реализован итера-
ционный метод BiCGStab с предобуславливате-
лями ILU(0) и CPR. Распараллеливание ILU(0) 
осуществляется в соответствии с описанными 
выше вариантами в зависимости от конфигура-
ции запуска. Операции построения и примене-
ния AMG на данный момент выполняются 
только на одном GPU, т. к. параллельная версия 

классического алгоритма AMG, реализованная в 
библиотеке AmgX, может быть задействована 
для систем с несколькими GPU только из MPI-
программ. В настоящее время нами ведется раз-
работка альтернативной версии решателя с ис-
пользованием технологии MPI, что позволит, с 
одной стороны, обойти указанное ограничение 
и, с другой, обеспечить возможность решения 
СЛАУ на гибридном кластере. 

Для хранения разреженных матриц в памя-
ти в нашем решателе поддерживается универ-
сальный формат CSR (Compressed Sparse Row), 
формат BSR (Block compressed Sparse Row), 
предназначенный для хранения разреженных 
матриц с блочной структурой, а также гибрид-
ный формат HYB. В целях обеспечения макси-
мальной производительности GPU-версии ли-
нейного решателя в следующем разделе иссле-
дуется влияние формата хранения матриц на 
время выполнения на GPU базовых вычисли-
тельных операций. 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНАЯ ЧАСТЬ 

В табл. 1 рассмотрены характеристики раз-
реженных матриц СЛАУ, которые используют-
ся далее для оценки различных аспектов эффек-
тивности решения СЛАУ на GPU. Отметим, что 
тестовые матрицы получены при решении урав-
нений трехфазной фильтрации, дискретизиро-
ванных по времени с использованием полно-
стью неявной разностной схемы. Для них харак-
терна группировка ненулевых элементов в бло-
ки размером 3x3, что может быть учтено в 
рамках формата BSR при хранении матрицы 
СЛАУ, а также предобуславливателя ILU(0). 

Приведенные далее результаты получены 
на гибридной вычислительной системе (2 x CPU 
Intel Xeon E5-2670 и 2 GPU NVIDIA Tesla 
K20X, ECC Off). В ходе тестирования использо-
вались следующие параметры: условие останов-
ки итерационного процесса – достижение отно-
сительной невязкой величины  = 1 −6; началь-
ное приближение – нулевой вектор; расчеты 
проводились с двойной точностью. 

Таблица 1 

Характеристики тестовых матриц 

Матрица Размерность 
Кол-во ненулевых 

 элементов 
Среднее кол-во 

 элементов в строке 

Kslv 872 547 15 397 533 17,65 

Imsh 1 500 000 55 815 624 37,21 
Imms 2 304 102 42 859 314 18,57 

Krrv 4 320 921 85 471 137 19,78 

Fdrv 6 610 263 118 221 633 17,85 
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Таблица 2 

Время выполнения на GPU базовых операций в зависимости от формата хранения матриц 

Матрица 
Время построения 

ILU(0), с 
Время решения 

 треугольных систем, с 
Время умножения 

матрицы на вектор, с 
CSR BSR CSR BSR HYB CSR BSR HYB 

kslv 0,0915 0,0314 0,0190 0,0134 0,0340 0,0019 0,0046 0,0013 
imsh 0,1807 0,0651 0,0376 0,0250 0,0651 0,0070 0,0080 0,0064 
imms 0,2266 0,0827 0,0450 0,0345 0,0896 0,0052 0,0120 0,0034 
krrv 0,4216 0,1595 0,0722 0,0651 0,1500 0,0099 0,0199 0,0057 
fdrv 0,5737 0,2326 0,1090 0,0969 0,2257 0,0145 0,0298 0,0096 
Исследование влияния формата хране-

ния матриц на время выполнения на GPU 
базовых операций предобусловленного мето-
да BiCGStab. 

К наиболее трудоемким (базовым) операци-
ям метода BiCGStab с предобуславливателем 
ILU(0) относятся следующие: 

• построение предобуславливателя ILU(0);
• решение треугольных систем;
• умножение матрицы на вектор.
Ранее в нашем решателе как в CPU-, так и в 

GPU-версиях для хранения разреженных матриц 
использовался популярный формат CSR, кото-
рый поддерживается библиотеками Intel Math 
Kernel Library и NVIDIA cuSPARSE во всех ука-
занных выше операциях. Начиная с CUDA 
Toolkit версии 6.0, в библиотеке cuSPARSE поя-
вилась соответствующая поддержка формата 
BSR. В связи с этим в GPU-версии решателя в 
качестве одного из основных форматов хране-
ния матриц был поддержан BSR. Гибридный 
формат HYB может использоваться в 
cuSPARSE во всех базовых операциях кроме 
построения предобуславливателя ILU(0). 

В данном разделе приводятся результаты 
исследования влияния используемого формата 
хранения матриц на производительность вы-

полнения на GPU упомянутых выше базовых 
операций. В рамках эксперимента задействова-
на библиотека cuSPARSE из CUDA Toolkit 7.5. 

В табл. 2 приведены времена выполнения 
базовых операций при работе с различными 
форматами хранении матриц (жирным шрифтом 
отмечены минимальные времена). Видно, что на 
операциях, связанных с ILU(0), наибольшая 
производительность достигается при использо-
вании формата BSR: время построения ILU(0) 
меньше в 2,3–2,6 раза, а время решения тре-
угольных систем меньше в 1,2–1,5 раза относи-
тельно работы в формате CSR. В то же время 
операция умножения разреженной матрицы на 
вектор выполняется максимально быстро при 
использовании формата HYB. 

В рассматриваемой в данной работе версии 
нашего решателя используются два формата 
хранения матриц в памяти GPU: CSR для хра-
нения матрицы СЛАУ, а BSR для хранения не-
полного LU-разложения.  Однако в связи с по-
лученными результатами для хранения матрицы 
СЛАУ и выполнения операции умножения раз-
реженной матрицы на вектор в новой версии 
решателя для кластерных систем внедряется 
формат HYB. 

Таблица 3 

Решение СЛАУ на GPU методом BiCGStab с различными предобуславливателями 

Матрица 
ILU(0) CPR (AMG + ILU(0)) CPR* (AMG + ILU(0)*) 

1 GPU 2 GPU 1 GPU 2 GPU 1 GPU 2 GPU Количество блоков 
Количество итераций 

kslv 19 19 5,5 5,5 5 5 256
imsh 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 1,5 64

imms 20,5 21 10,5 10,5 10,5 10,5 64

krrv 24,5 24 3,5 3,5 3,5 3,5 128

fdrv 4 4 1,5 1,5 1,5 1,5 256

Время решения СЛАУ, с 
kslv 0,65 0,41 0,36 0,29 0,30 0,25 256 

imsh 0,17 0,10 0,33 0,26 0,32 0,25 64 

imms 1,81 1,12 1,44 1,07 1,39 1,05 64 

krrv 4,04 2,34 1,22 0,92 1,16 0,89 128 

fdrv 1,21 0,71 1,13 0,87 1,03 0,83 256 
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Оценка эффективности решения СЛАУ 
на GPU методом BiCGStab с различными 
предобуславливателями. 

Сходимость итерационного метода с раз-
личными предобуславливателями на 1–2 GPU 
проиллюстрирована в табл. 3. Заметно улучше-
ние сходимости с предобуславливателем CPR, 
например, при решении СЛАУ с матрицей krrv 
сходимость улучшается до 7 раз. При этом воз-
можно без ухудшения сходимости применение 
предобуславливателя CPR*, в рамках которого 
для извлечения дополнительного параллелизма 
при работе с ILU(0) реализуется комбинирован-
ный подход (ILU(0)*). 

Также в табл. 3 приведены времена реше-
ния СЛАУ с различными предобуславливателя-
ми на 1–2 GPU, включающие в себя время на 
построение предобуславливателя и итерации 
метода BiCGStab. Видно, что снижение количе-
ства итераций, отмеченное выше при использо-
вании CPR, преимущественно приводит к сни-
жению времени на решение СЛАУ. Исключени-
ем является матрица imsh, для которой исполь-
зование CPR приводит к замедлению решения 
СЛАУ, т. к. построение предобуславливателя 
CPR является достаточно трудоемкой операци-
ей, в то время как для обеспечения хорошей 
сходимости метода (1,5 итерации) достаточно 
ILU(0). Применение комбинированного подхода 
к распараллеливанию ILU(0) в рамках CPR по-
зволяет снизить время решения СЛАУ на 3–16% 
для одного GPU и 3–12% для двух. 

Ускорение решения СЛАУ с предобуслав-
ливателями CPR и CPR* на 2 GPU относительно 
1 GPU составляет 1,2–1,34 раза, с предобуслав-
ливателем ILU(0) – 1,61–1,73 раза. Низкая мас-
штабируемость CPR и CPR* связана с тем, что 
значительную часть общего времени решения 
СЛАУ (от 24%) при расчете на 1 GPU занимает 
алгебраический многосеточный метод, реализа-
ция которого в рассмотренной версии решателя 
не позволяет загрузить несколько GPU.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе исследована возможность ускоре-
ния на GPU NVIDIA решения СЛАУ, возни-
кающих в ходе численного решения уравнений 
многофазной фильтрации потоков углеводоро-
дов в пористой среде. Показано, что для обеспе-
чения максимальной производительности необ-
ходимо применение специализированных фор-
матов хранения данных, а также модифициро-
ванных алгоритмов. В целях повышения 
масштабируемости на системах с несколькими 

GPU ведется разработка кластерной версии ре-
шателя с использованием технологии MPI. 
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