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Аннотация    Рассматривается задача Эйлера о потере устойчивости центрально‐сжимаемых стержней 
постоянного поперечного сечения, средней гибкости ‐ т.е. тех у которых критические напряжения пре‐
вышают предел пропорциональности и потеря устойчивости происходит в упруго ‐пластической облас‐
ти  работы материала.    В  статье исследованы результаты построения  полной  кривой  критических  на‐
пряжений титанового сплава ВТ8‐1 по кривой деформирования, на основе различных подходов реше‐
ния этой задачи с использованием касательного, приведенного и секущего модулей. Были специально 
изготовлены образцы такой гибкости, при которой эти подходы предсказывали качественно различные 
результаты: либо потеря устойчивости с продольным прогибом, либо разрушение без потери устойчи‐
вости. 
Эксперименты показали, что в   стержнях средней гибкости изготовленных из материала ВТ8‐1 потеря 
устойчивости происходит сразу же, при появлении пластических деформаций, при напряжениях близ‐
ких к пределу пропорциональности.  

Ключевые слова: задача Эйлера; устойчивость;  пластичность 

ВВЕДЕНИЕ 

Основные формулы Эйлера для критических 
параметров по потере устойчивости центрально-
сжатых упругих  стержней постоянного попе-
речного сечения  могут быть выражены через 
Р – сжимающую нагрузку,  – сжимающие на-
пряжения или   – осевую деформацию сжатия:   
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где E – модуль упругости, ܬ – минимальный мо-
мент инерции, А – площадь поперечного сече-

ния стержня, l – длина стержня.
Коэффициент μ	зависит от граничных усло-

вий задачи: при шарнирном закреплении концов 
стержня μ ൌ 1, при жестком μ ൌ 0,5. 

После введения гибкости стержня  λ ൌ
μ݈ඥܣ ⁄ܬ , формулы (1)  принимают  вид: 
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По отношению к потере устойчивости 
стержни обычно делят  на три класса: 

1– гибкие стержни, критические напряжения 
которых ниже предела пропорциональности 
и для которых верны формулы Эйлера;  

2 – стержни средней гибкости, критические 
напряжения которых превышают предел про-
порциональности, но меньше предела прочно-
сти при сжатии;  

3 – короткие стержни, которые разрушаются 
при сжатии без потери устойчивости. 

Теория устойчивости сжатых стержней за 
пределом упругости рассматривалась в работах 
[1–4] и др.  

По касательно–модульному подходу Энгес-
сера–Шенли при изгибе стержня с продолжени-
ем догрузки критические напряжения опреде-
ляются по формуле (3) 
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где касательный модуль     
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определяется по кривой деформирования мате-
риала σ ൌ ݂ሺεሻ в точке, до которой сохраняется 
прямолинейная форма равновесия стержня. 

По теории Кармана, учитывающей, что при 
возникновении изгиба стержня в некоторой 
точке кривой деформирования σ୩୮ ൌ ݂൫ε௞௣൯ 
разгрузка волокон на выпуклой стороне проис-
ходит упруго,  критические напряжения опреде-
ляются по формуле (5)  

крߪ ൌ ቀ
π

λ
ቁ
ଶ
	்ܧ 	ሺ5ሻ 

где TE – приведенный модуль, который зависит 
от формы поперечного сечения стержня, модуля 
упругости и касательного модуля в указанной 
точке. 

В работе [5] было предложено использовать 
деформационный критерий устойчивости (2), 
определяющий критическую деформацию в за-
висимости только от геометрических парамет-
ров стержня, не только в упругой области, для 
которой он строго выводится, но и при упруго-
пластических деформациях.  

В этом случае критическое напряжение при 
гибкости стержня λ будет определяться форму-
лой 
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      где, по определению, для любой точки диаграм-
мы деформирования )( , в том числе той, 
в которой анализируется потеря устойчивости, 
секущий модуль равен 
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На рис.1 показан начальный участок кривой 
деформирования дюралюминия Д16[2], откуда 
видно соотношение между модулями касE

и секE . В упругой области все модули совпада-

ют с модулем Юнга E , а при развитии пласти-
ческой деформации убывают, но с разным тем-
пом. 

Касательный модуль может быть равен ну-
лю при наличии  площадок текучести, в то вре-
мя как секущий модуль всегда отличен от нуля.  

Рис. 1. Начальный участок кривой 
деформирования дюралюминия Д16 

ПРОВЕРКА УСТОЙЧИВОСТИ ПРИ 
ЗАДАННОЙ ПЛАСТИЧЕСКОЙ 

ДЕФОРМАЦИИ 

Проверка устойчивости прямолинейного 
стержня заданной гибкости λ в некоторой точке 
диаграммы деформирования ሺε, σሻ, в которой 
известны все три модуля Tкас E,E  и секE , может 

быть проверена путем сравнения зависящего от 
них критического напряжения σ௞௣ превышаю-
щего предел пропорциональности с текущим 
напряжением σ ൌ ݂ሺεሻ.  

Рис. 2. Кривые деформирования титанового сплава 
ВТ8-1 при комнатной температуре 

На рис. 2 приведены диаграммы деформи-
рования титанового сплава ВТ8-1 при растяже-
нии и сжатии. Истинные диаграммы пересчита-
ны на меняющуюся площадь поперечного сече-
ния.  

На рис. 3 представлены зависимости крити-
ческих напряжений σ௞௣ сплава ВТ8-1 от гибко-
сти λ, рассчитанные по формулам (3), (5) и (6) 
по модулям, соответствующим их значениям в 
отмеченных на рис. 2 точках кривой истинных 
напряжений сжатия. Линия σпр ൌ  ܽܲܯ	1003
проведена в соответствии с пределом пропор-
циональности.  
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Рис. 3. Кривые критических напряжений ВТ8-1 
по исследуемым критериям. 

Критические напряжения, рассчитанные по 
формулам (3) и (5) в большом диапазоне при 
средней гибкости оказываются значительно 
меньше напряжений пропорциональности	σкр ൏
σпр, что противоречит определению стержней 
средней гибкости. 

В таких парадоксальных случаях, в настоя-
щее время, для получения зависимости крити-
ческих напряжений от гибкости стержня 
σкр ൌ ݂ሺλሻ рекомендуют [2], [3] находить об-

ратную функцию λ ൌ λ൫σкр൯. Для этого прини-
мают σ௞௣ ൌ σሺεሻ затем по кривой деформирова-
ния определяют значения модулей в соответст-
вии с выбранным подходом и при данном на-
пряжении вычисляют гибкости по формулам  

λ୩ୟୡ ൌ πඥܧ୩ୟୡ σ୩୮⁄          (8) 
      и 

λ୘ ൌ πඥܧ୘ σ୩୮⁄               (9) 
В статье такой подход не рассматривается, 

но формулы (8) и (9) используются для опреде-
ления граничных значений гибкости, которые 
разделяют короткие стержни от стержней сред-
ней гибкости. Для этого в формулы  (8) и (9) 
вместо критических напряжений необходимо 
взять значения предельных напряжений, при 
которых разрушаются  короткие стержни. При 
этом очевидно, что так как ܧ୩ୟୡ ്  то ,்ܧ
и λ୩ୟୡ ് λ். 

На рис. 4 показаны зависимости критиче-
ских напряжений от гибкости в области ее ма-
лых значений, где проходит граница, разде-
ляющая стержни средней гибкости от коротких 
стержней в соответствии с рассматриваемыми 
подходами. 

В таблице приведены значения граничных 
гибкостей, которое получены для рассматри-
ваемых подходов применительно к стержням из 
титанового сплава ВТ8-1 исследованных при 
комнатной температуре. 

Рис. 4. Кривые критических напряжений 
 в области малых гибкостей. 

Стержни из материала ВТ8-1, сжимаемые 
при комнатной температуре,  разрушаются без 
потери устойчивости при напряжениях 

MPа1380B  и деформациях 210B . . Из 
рис.4 видно, что при очень малых гибкостях, где 

MPa1380Bкр  , следует ожидать, что 

поломка образцов произойдет без потери устой-
чивости. 

В таблице приведены значения  гибкостей 

b и отвечающих им модулей Eb, при которых

критические напряжения по формулам (5, 6 и 7) 
достигают значения предела прочности на сжа-
тие.  

Таблица 1  
Граничные гибкости и расчетные модули  

по различным подходам для стержней из ВТ8-1 

kac T def
λВ 3,18 5,73 6,78 

ЕB,  МПа 1411 4584 6431 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИЗУЧЕНИЕ 
ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ СЖАТЫХ 

СТЕРЖНЕЙ ПРИ ЖЕСТКОМ 
НАГРУЖЕНИИ 

Для проведения экспериментов по сопос-
тавлению рассматриваемых критериев устойчи-
вости были изготовлены образцы (рис. 5) – 
стержни диаметром 60.05мм различной длины - 
100.01 мм, 180.01 мм, 320.01 мм, которые соот-
ветствовали гибкостям 3,33; 6,0 и 10,67, отме-
ченными на рис. 4. вертикальными линиями. 
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Рис. 5. Образцы в виде цилиндров 
 с круглым поперечным сечением 

Гибкости λ изготовленных образцов рассчи-
тывались по формуле 

λ ൌ μ݈ඥܣ ⁄ܬ  
при значениях μ ൌ 0,5	и	μ ൌ 1,	 но приведены 
только для  значения μ ൌ 0,5	, соответствующе-
го условию отсутствия поворотов концов образ-
цов, которое оказалось реализованным во всех 
проведенных экспериментах. 

Для исключения сил трения концевые сече-
ния образцов смазывались в соответствии с тре-
бованиями ГОСТ 25.503-97, что обеспечивало 
отсутствие краевых эффектов в виде бочкообра-
зования ( рис. 7, 10).  

Испытания на сжатие проводились на ма-
шине (рис. 6) с оптической системой измерения 
перемещений в двух направлениях на поверхно-
сти образца, что позволяет получать истинные 
кривые деформирования сжатия образцов с уче-
том поперечного растяжения. Синхронно с пе-
ремещениями измерялась динамометром сила 
сжатия. 

Кривая деформирования (рис. 2) получена 
на этой же машине на образцах из ВТ8-1, соот-
ветствующих ГОСТ 25.503-97, испытанных при 
температуре 20 С и разрушившихся без потери 
устойчивости (рис. 7). 

Рис. 6. Испытательная машина с оптической 
системой измерения деформаций Vic-3D 

а 

б 
Рис. 7. Стандартные образцы на сжатие: 
а – до испытаний; б – после испытаний 

При испытаниях установленный по центру 
образец сдавливается двумя станинами, которые 
приближаются друг к другу со скоростью 
1,5 мм/с, обеспечивая «жесткое» нагружение. 
Фотографии делаются с двух перпендикулярно 
расположенных ракурсов. Полученная экспери-
ментальная кривая деформирования для любой 
точки указанного стержня состоит из 1600 то-
чек. 

Определение момента потери устойчивости 
производилось по следующей методике: 
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1. В среднем сечении, перпендикулярном
оси стержня, выбираются какие-нибудь две 
крайние точки Р1 и Р2, как показано на рис. 8.  

Рис. 8. Выбранные точки Р1 и Р2 

До достижения потери устойчивости сжи-
мающие деформации в осевом направлении по-
вышаются (по абсолютной величине) во всех 
точках указанного сечения в соответствии 
с возрастающей нагрузкой. 

2. После превышения критической нагрузки
в рассматриваемых точках изменение осевой 
деформации различно. С вогнутой стороны по-
стоянно увеличивается, а с выпуклой стороны, 
в начале скорость увеличения уменьшается, 
а потом начинают уменьшаться и абсолютное 
значение деформаций, ( смотри на рис. 9, для 
указанных двух точек относящейся к испыта-
нию образца с гибкостью 10,67).  

Рис. 9. Графики изменения деформаций 
в выбранных точках Р1 и Р2 

3. В качестве момента потери устойчивости
приближенно принималась последняя точка, 
в которой графики изменения деформаций 
в точках Р1 и Р2 совпадали.  

а 

б 

Рис. 10. Поля деформаций в разные моменты: 
а – докритическое состояние; 
б – закритические состояния 

Реализованные условия на торцевой части 
образцов, определяющие значение коэффициен-
та μ, были проверены по результатам экспери-
мента. Из рис. 10 видно, что поворота торца де-
формированного образца, даже в закритической 
области (при условии, что значение средней 
осевой деформации сжатия не превышает 104 % 
критической деформации)  не наблюдается, что 
подтверждает условие μ ൌ 0,5, которое соответ-
ствует жесткому закреплению торца в момент 
потери устойчивости.  

При прохождении критического момента 
нагрузка продолжала некоторое время монотон-
но увеличиваться и лишь потом начинала убы-
вать. Это связано с тем, что поперечное выпу-
чивание при потере устойчивости при «жест-
ком» нагружении является непрерывным про-
цессом, как по деформациям, так и по напряже-
ниям.  

После фиксации момента потери устойчиво-
сти нагружение прекращалось, и образцы не 
доводились до разрушения, чтобы не эксплуа-
тировать машину в экстремальных условиях. 

Образцы, которые не теряли устойчивости, 
доводились до разрушения.  

Крупными точками на рис. 4 представлены 
экспериментальные значения напряжений при 
потере устойчивости или разрушении, получен-
ные  на стержнях с разными гибкостями. 

Результаты проведенных испытаний показа-
ли, что: 
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1. Образцы длиной 10 и 18 мм (гибкостью
3,33 и 6,0) при сжатии разрушаются без потери 
устойчивости; 

2. Образцы длиной 32 мм (гибкостью 10,67),
при сжатии потеряли устойчивость при напря-
жении  =1003 МРа (деформации 0,00831), что 
в принципе совпадает с пределом пропорцио-
нальности рассматриваемого материала.  

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные расчетно-экспериментальные 
исследования устойчивости сжатых стержней 
при жестком нагружении за пределами упруго-
сти показали:  

1. При очень малой гибкости стержня раз-
рушение при упруго-пластическом сжатии про-
исходит без потери устойчивости. 

2. При напряжениях, выше критических,
происходит постепенное поперечное выпучива-
ние образца с неравномерным распределением 
по поперечному сечению деформаций и напря-
жений, которые плавно изменяются по мере 
сжатия образца. 

3. Показано, что потеря устойчивости
стержня средней гибкости из материала ВТ8-1, 
происходит при истинных напряжениях сжатия 
совпадающих с пределом пропорциональности. 
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