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ВВЕДЕНИЕ 

Эргодическое свойство стационарных слу-
чайных процессов позволяет находить их веро-
ятностные характеристики по одной реализации 
x(t) осреднением по времени t, что существенно 
упрощает эксперимент [1, 2]. Однако практиче-
ски это свойство используется только для нахо-
ждения математического ожидания mx, диспер-
сии Dx и автокорреляционных Rx(τ) или взаим-
ных корреляционных Rxy(τ) функций, где τ − 
сдвиг во времени между, соответственно, двумя 
сечениями x(t) и x(t + τ) реализации процесса, 
а также реализациями x(t) и y(t + τ) совместно 
эргодических процессов. Распределения вероят-
ностей, плотностей вероятностей и их характе-
ристические функции по реализациям процес-
сов до настоящего времени не находили. 

В статье обобщаются известные и введен-
ные автором определения этих характеристик, 
приводятся алгоритмы для их измерения и да-
ются математические ожидания и корреляцион-
ные функции погрешностей алгоритмов изме-
рения с применением комплексного подхода 
к их определению [2, 3]. 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХАРАКТЕРИСТИК 

Одномерное распределение вероятности 
W1[X] выражается через одномерную плотность 
распределения вероятности w1[X], и определено 
выражением [2, 4] 
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Аналогично определяется двумерное рас-
пределение вероятности W2[X1; X2, τ] через со-
ответствующую плотность распределения веро-
ятности w2[X1; X2, τ] в виде [2, 4] 
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Наконец n-мерное распределение вероятно-
сти Wn[X1; X2, τ12;…; Xn, τ1n] определяется сле-
дующим образом [2, 4] 
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где τ1i = ti – t1 
− временной сдвиг между первым 

и i-м сечениями процесса, i = 2, 3,…,n. 
Двумерное взаимное распределение вероят-

ности W2[X; Y, τ] совместно эргодических про-
цессов с реализациями x(t) и y(t + τ) выражается 
через двумерную взаимную плотность распре-
деления вероятности [ ]τ,;2 YXw  и введена сле-

дующим образом [2, 4] 
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Аналогично определяются взаимные рас-
пределения вероятности и большей размерно-
сти. 

Одномерная плотность вероятности w1[X] 
находится из определения (1) и равна [2, 4] 
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Дирака, которая связана с единичной функцией 
1[X – x(t)] следующими соотношениями [5] 
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Двумерная плотность распределения веро-
ятности w2[X1; X2, τ] находится из выражения (2) 
и равна [2, 4] 

[ ] [ ]

( )[ ] ( )[ ] ,δ 
2

1
lim    

,;
,;

21

21

212
2

212

dttxXtxX
T

dXdX

XXWd
XXw

T

T
T

τ+−−δ=

=τ=τ

∫
−

∞→

 

а n-мерная плотность распределения вероятно-
сти wn[X1; X2, τ12;…; Xn, τ1n] из выражения (3) 
[2, 4] 
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Двумерная взаимная плотность распределе-
ния вероятности w2[X; Y, τ] совместно эргодиче-
ских процессов согласно (4) равна [2, 4] 
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Одномерная характеристическая функция 
θ1[jν] согласно (5) равна [2, 4] 

[ ] [ ] ( ) .e
2

1
limeνθ νν

11 dt
T

dXXwj
T

T

txj

T

Xj
∫∫

−
∞→

∞

∞−

==  

Аналогично определяется n-мерная характе-
ристическая функция θn[jν1; jν2, τ12;…; jνn, τ1n] [2, 
4] 
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Двумерная взаимная характеристическая 
функция θ2[jν; jη, τ] совместно эргодических 
процессов вводится аналогично и с учетом (6) 
равна 
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Введенные определения распределений 
и характеристических функций позволяют по-
лучить с их помощью известные определения 
вероятностных характеристик случайных про-
цессов [6, 7]. Так, математическое ожидание  
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корреляционная функция 
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ковариационная функция 
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взаимная корреляционная функция двух совме-
стно эргодических процессов 
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где my –
 
математическое ожидание второго про-

цесса, реализация которого y(t), взаимная кова-
риационная функция двух совместно эргодиче-
ских процессов 
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Вытекающие из них спектральные характе-
ристики случайного процесса определяются 
следующим образом: спектральная плотность 
мощности 
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взаимная спектральная плотность мощности 
двух процессов 
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АЛГОРИТМЫ ИЗМЕРЕНИЯ 
ХАРАКТЕРИСТИК  

И ИХ ПОГРЕШНОСТИ 

Реальные алгоритмы измерения отличаются 
от рассмотренных выше определений характе-
ристик случайных процессов конечной дли-
тельностью 2T и погрешностью измерения реа-
лизации x(t). Поэтому результатами измерений 
являются оценки характеристик <●>, неточ-
ность которых характеризуется математически-
ми ожиданиями mδ●(●) и ковариационными 
функциями Rδ●(●) их погрешностей. Они  по-
разному учитываются при аналоговых и цифро-
вых измерениях. Так, при аналоговых измере-
ниях погрешность δ(t) = <x(t)> – x(t), где <x(t)> –
получаемая в результате измерения оценка реа-
лизации x(t). При цифровых измерениях дли-
тельность измерения дискретна 2nT0, где T0 –
шаг равномерной дискретизации, а 2n – ко-
личество таких шагов. Погрешность цифровых 
измерений δ(ti) = xil – x(ti), где xil – цифровой от-
счет, i – номер измерения (i = –n,…,–1,0,1,…,n); 
l – уровень квантования (l = 1, 2,…g,…,k,… 
q,…, r,…) [2, 3]. 

Оценка одномерного распределения вероят-
ности 
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а математическое ожидание mδW(X) и корреля-
ционная функция RδW(X1, X2) ее погрешности: 
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где [ ] [ ]−•• 2121 ,  и  XXWXW одномерное и дву-

мерное распределения вероятностей при из-
вестной оценке реализации, которая при анало-
говых измерениях получается непосредственно, 
а при цифровых измерениях находится после 
восстановления ее по дискретным отсчетам x–

nk,…,xnr. 
Оценка двумерного распределения вероят-

ности 
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где µ – целая часть частного |τ|/T0; µ = 1, 2,…,2n. 
Математическое ожидание mδW(X1; X2, τ) 

и корреляционная функция RδW(X11; X21, τ1;  X12; 
X22, τ2)  ее погрешности: 
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где [ ]•221221114 ,,, XXXXW
 
–
 
четырехмерное рас-

пределение вероятностей при известной оценке 
реализации. 

Оценка n-мерного распределения вероятно-
сти 
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где [ ]•nn XXXW ,...,, 21  
– n-мерное условное рас-

пределение вероятностей. 
Математическое ожидание mδW(X1; X2, τ12;…;  

Xn; τ1n) и корреляционная функция RδW(X11; X21, 
τ12·1;…; Xn1, τ1n·1; X12; X22, τ12·2;…; Xn2,  τ1n·2) ее по-
грешности: 
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где [ ]•22212121112 ,...,,,,...,, nnn XXXXXXW

 
– 2n-

мерное условное распределение вероятностей; 
|τ12| ≤ |τ13| ≤…≤ |τ1n|; µ12 ≤   µ13 ≤…≤ µ1n.

  

Оценка двумерного взаимного распределе-
ния вероятности совместно эргодических про-
цессов 
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где <w2(Z; H, τ)> –
 
оценка двумерной плотности 

вероятности; W2[X, Y | ●] – двумерное условное 
взаимное распределение вероятностей. 

Математическое ожидание mδW(X; Y, τ) 
и корреляционная функция RδW(X1; Y2, τ1; X2; Y2, 
τ2) ее погрешности: 

( ) ( )

( ) ( )[ ]
[ ]

( )
[ ]

[ ]
; 

τ,;

,...,,,...,;τ,,

µ2
1

  

 
τ,;

τ,, 

τ2
1

τ,;τ,;

1µ

2

2

0

τ

2

2

δδ

0

∑ ∫

∫

∫ ∫

−−

−=

+
−−

−

−

∞− ∞−













−

+
×

×
−

=

=












−

−+
−

=

==

n

ni

Tt

t

nqngnrnk

T

T

X Y

wW

i

i

dt
YXW

yyxxttYXW

Tn

dt
YXW

tytxYXW

T

dZdHHZmYXm

 
( )

( )

( )( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )( )

,

,.,,,.,

;,
,       

,.,,,.,

;,
,       

,.,,,.,

;,,,
,,,

µ2µ2

1

,
,

,
, 

,

,,
,,,

22
1

τ,;;τ,;

τ,;;τ,;

21

222
222

111
112

1µ 1µ
222111

22114

2
021

21
212

2

222
11

1

112

τ τ

222

111

22114

21

2211222111δ

222111δ

1 2 0 0

1 2

1 1 2 2

dtdt

yyxx

tt
YXW

yyxx

tt
YXW

yyxx

tttt
YXYXW

Tnn

dtdt
ty

tx
YXW

ty

tx
YXW

tytx

tytx
YXYXW

TT

dHdZdHdZHZHZR

YXYXR

nqngnrnk

nqngnrnk

n

ni

n

nu

Tt

t

Tt

t nqngnrnk

T

T

T

T

X Y X Y

w

W

i

i

u

u
























 τ+
×

×










 τ+
−

−
















 τ+τ+
×

×
−−

=

=





















τ+













τ+
−

−





















τ+

τ+
×

×
τ−τ−

=

==

=

−−

−−

−−

−=

−−

−=

+ +

−−

−

−

−

−

∞− ∞− ∞− ∞−

∑ ∑ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 
где W2[X, Y | ●] и W4[X1, Y1, X2, Y2| ●] – двумер-
ное и четырехмерное условные распределения 
вероятностей. 

Оценка одномерной плотности вероятности 
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математическое ожидание mδW(X) и корреляци-
онная функция RδW(X1; X2) ее погрешности: 
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 где w1[X | ●] и w2[X1, X2 | ●] –
 
одномерное и дву-

мерное условные плотности распределения ве-
роятностей. 

Оценка двумерной плотности распределе-
ния вероятности 
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Математическое ожидание mδW(X1; X2, τ) 
и корреляционная функция RδW(X11; X21, τ1; X12; 
X22, τ2) ее погрешности: 

( ) ( )

( ) ( )[ ]
[ ]

( )
[ ]

[ ]
; 

τ,;                    

,.,;τ,,

µ2

1

,;                     

,,

2

1

,;
,;

1µ

212

212

0

τ

212

212

21

21δ
2

21δ

0

∑ ∫

∫

−−

−=

+
−

−

−













−

−+
−

=

=












τ−

−τ+
τ−

=

=τ=τ

n

ni

Tt

t

nrnk

T

T

W
w

i

i

dt
XXw

xxttXXw

Tn

dt
XXw

txtxXXw

T

dXdX

XXmd
XXm

 



 
79А. И. Заико ● Эргодические случайные процессы… 
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где w4[X11, X21, X12, X22 | ●] –  четырехмерная ус-
ловная плотность распределения вероятностей. 

Оценка n-мерной плотности распределения 
вероятности, математическое ожидание и кор-
реляционная функция ее погрешности: 
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где [ ] ,...,, 21 •nn XXXw  и w2n[X11, X21,…, Xn1, X12, 

X22,…, Xn2 | ●] –  n-мерная и 2n-мерная условные 
плотности распределения вероятности; |τ12| ≤ 
≤ |τ13|  ≤…≤|τ1n|; µ12 ≤ µ13 ≤…≤µ1n.   

Оценка двумерной взаимной плотности рас-
пределения вероятности совместно эргодиче-
ских процессов, математическое ожидание 
и корреляционная функция ее погрешности: 
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где w2[X, Y | ●] и w4[X1, Y1, X2, Y2 | ●] –

 
условные 

плотности распределений вероятностей. 
Оценка одномерной характеристической 
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где [ ] [ ]−••θ 2121 ν,νθ  и  ν jjj одномерная и двумер-

ная условные характеристические функции. 
Оценка n-мерной характеристической функ-

ции, математическое ожидание и корреляцион-
ная функция ее погрешности: 
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где θn[jν11, jν21,…, jνn1 | ●] и θ2n[jν11, jν21,…, jνn1, 
jν12, jν22,…, jνn2| ●] – n-мерные и 2n-мерные ус-
ловные характеристические функции. 

Оценка двумерной взаимной характеристи-
ческой функции совместно эргодических про-
цессов, математическое ожидание и корреляци-
онная функция ее погрешности: 
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Оценка математического ожидания, матема-
тическое ожидание и корреляционная функция 
ее погрешности: 
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где mδ – математическое значение погрешности 
измерения реализации x(t) процесса; m(t; x–nk,…, 
xnr) – математическое ожидание реализации 
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процесса в момент времени t, восстановленной 
по отсчетам x–nk,…, xnr. 

Оценка дисперсии, математическое ожида-
ние и корреляционная функция ее погрешности: 
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где Dδ – дисперсия погрешности измерения реа-
лизации процесса; Dδ(t; x–nk,…, xnr) – дисперсия 
погрешности измерения реализации процесса 
в момент времени t, восстановленной по отсче-
там x–nk,…, xnr; m

2×2[<x(t1)>, <x(t2)>] и m2×2[t1, t2; 
x–nk,…, xnr] –  начальные моменты четвертого 
порядка от произведения квадратов реализаций 
процесса, восстановленных в моменты времени 
t1 и t2 соответственно по оценкам <x(t)> и отсче-
там x–nk,…, xnr. 

Оценка корреляционной функции, матема-
тическое ожидание и корреляционная функция 
ее погрешности: 
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где Rδ(τ) – корреляционная функция  погрешно-
сти измерения реализации процесса; Rδ(t1, t2;        
x–nk,…, xnr) – корреляционная функция погреш-
ности измерения реализации процесса, восста-
новленной по отсчетам x–nk,…, xnr; 
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−++  начальные 

моменты четвертого порядка от произведения 
реализаций процесса, восстановленных в мо-
менты времени t1, t1 + |τ1|, t2, t2 + |τ2|  соответст-
венно по оценкам <x(t1)>, <x(t1 + |τ1|)>, <x(t2)>,       
<x(t2 + |τ1|)>  и отсчетам x–nk,…, xnr. 

Оценка ковариационной функции, матема-
тическое ожидание и корреляционная функция 
ее погрешности: 
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Оценка взаимной корреляционной функции 
совместно эргодических процессов, математи-
ческое ожидание и корреляционная функция ее 
погрешности: 
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где Rδxδy и Rδxδy (t, t + |τ|; x–nk,…,xnr, y–ng,…,ynq) –
взаимные корреляционные функции погрешно-
стей аналоговых и цифровых измерений x(t) 
и y(t + |τ|). 

Оценка взаимной ковариационной функции 
совместно эргодических процессов, математи-
ческое ожидание и корреляционная функция ее 
погрешности: 
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Оценка спектральной плотности мощности, 
математическое ожидание и корреляционная 
функция ее погрешности: 
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Оценка взаимной спектральной плотности 
мощности совместно эргодических процессов, 
математическое ожидание и корреляционная 
функция ее погрешности: 
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АПРОБАЦИЯ  И  ПРИЗНАНИЕ 

Приведенные результаты исследований ап-
робировались на всемирных, международных 
и всероссийских форумах. Они вошли в учеб-
ную литературу, сопровождаются комплексом 
учебно-исследовательских лабораторных работ 
и используются при обучении студентов и ас-
пирантов. Эти доклады и труды неоднократно 
отмечалась наградами на различных смотрах 
и конкурсах [2, 8−11]. 

ВЫВОДЫ 

Введенные определения распределений ве-
роятностей и плотностей распределений веро-
ятностей существенно расширяют возможности 
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описания эргодических случайных процессов. 
Они позволяют не только получить с их помо-
щью известные моментные характеристики слу-
чайных процессов, но и ввести характеристиче-
ские функции, которые для описания эргодиче-
ских процессов практически не применялись. 
Полученные на основе комплексного подхода 
математические ожидания и корреляционные 
функции погрешностей результатов измерений 
позволяют адекватно во взаимодействии между 
собой учесть влияние конечной длительности 
реализации и погрешностей отсчетов для анало-
говых и цифровых измерений. Они исключают 
суммирование элементарных погрешностей, 
учитывающих порознь конечную длительность 
реализации, погрешность отсчетов и влияние 
дискретизации во времени. 
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