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ПРОГНОЗИРОВАНИЕ МАСШТАБИРУЕМОСТИ  
ЗАДАЧИ УМНОЖЕНИЯ РАЗРЕЖЕННОЙ МАТРИЦЫ НА ВЕКТОР  

ПРИ ПОМОЩИ МОДЕЛИ КОММУНИКАЦИОННОЙ СЕТИ 

В ОАО «НИЦЭВТ» ведутся работы по созданию высокоскоростной коммуникационной сети с топологией 4D-тор и суперкомпью-
тера на базе этой сети и коммерческих микропроцессоров. К концу 2012 года планируется выпуск кристалла маршрутизатора 
(СБИС). В статье рассмотрены два подхода к реализации алгоритма умножения разреженной матрицы на плотный вектор, по-
лучены теоретические оценки объема коммуникаций в каждом случае. Оба алгоритма реализованы с использованием 
MPI+OpenMP, также рассмотрена реализация для параллельной потактовой имитационной модели разрабатываемой коммуни-
кационной сети. Исследование показало возможность лучшего масштабирования данной задачи на суперкомпьютере с разра-
батываемой в ОАО «НИЦЭВТ» сетью (по результатам моделирования) по сравнению с существующими суперкомпьютерами 
«Ломоносов» в НИВЦ МГУ и BlueGene/P на ВМиК МГУ. Максимальная достигнутая производительность составила на модели 
346 Гфлопс на 2048 узлах, на суперкомпьютере «Ломоносов» – 11,6 Гфлопс на 256 узлах, а на BlueGene/P – 8,3 Гфлопс на 
1024 узлах. Для проверки адекватности модели было произведено сравнение результатов моделирования с результатами на 
девятиузловом прототипе коммуникационной сети, разрабатываемой в ОАО «НИЦЭВТ»; максимальное отклонение результа-
тов модели от реального прототипа составило 32%, среднее отклонение – 13% для разных наборов параметров. Высокоскоро-
стная коммуникационная сеть; масштабируемость; разреженная матрица; коллективные операции; имитационное моде-
лирование  

 
 

    ВВЕДЕНИЕ 

В ОАО «НИЦЭВТ» ведется проект по соз-
данию высокоскоростной коммуникационной 
сети [1, 2] и суперкомпьютера на базе этой сети 
и коммерческих микропроцессоров. 

Сеть проектировалась таким образом, чтобы 
эффективно поддерживать задачи с мелкозерни-
стым параллелизмом, в которых основными 
требованиями являются высокий темп выдачи 
коротких сообщений и низкая коммуникацион-
ная задержка. 

Такие задачи обычно связаны с построением 
и обработкой графов, больших нерегулярных 
массивов данных, сильно разреженных матриц. 
Концепция сети и главные архитектурные 
принципы были сформулированы после прове-
дения подробного имитационного моделирова-
ния [3] в рамках проекта по разработке отечест-
венного суперкомпьютера «Ангара». 

Сеть поддерживает детерминированную 
и адаптивную передачу пакетов, отказоустойчи-
вость на канальном уровне и обход отказавших 
каналов и узлов. Однако основной отличитель-
ной чертой сети является эффективная под-
держка односторонних коммуникаций (библио-
тека SHMEM). Поддерживаются неблокирую-
щие записи, чтения, атомарные операции, 
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а также асинхронные коллективные операции 
(по виртуальной древовидной подсети). 

Основная модель программирования – 
MPI и / или SHMEM. Библиотека SHMEM явля-
ется простым и удобным средством для увели-
чения продуктивности программирования и оп-
тимизации критически важных мест кода в MPI-
программах (благодаря переходу на односто-
ронние коммуникации). 

Реализованная библиотека SHMEM соот-
ветствует стандартной библиотеке Cray 
SHMEM с дополнениями, позволяющими более 
эффективно выполнять типовые операции. Биб-
лиотека MPI реализована на основе MPICH2 
поверх SHMEM. 

В настоящее время разработан прототип се-
ти на ПЛИС, состоящий из 9 узлов, соединен-
ных в двумерный тор 3×3. В каждом узле нахо-
дятся два процессора Intel Xeon E5620 2,4 ГГц 
(Westmere), доступно 2 ГБ RAM, сервисная сеть 
1 Гбит/с Ethernet. Прототип сетевого адаптера 
использует ПЛИС Xilinx Virtex 5 FX100 speed 
grade 2, интерфейс PCI Express gen1 x8 
(20 Гбит/с) и каналы с пропускной способно-
стью 6,25 Гбит/с в каждую сторону. К концу 
2012 года планируется подготовить и выпустить 
маршрутизатор на кристалле (СБИС). 

Текущие характеристики производительно-
сти прототипа следующие: темп выдачи сооб-
щений – 14,62 миллионов в cекунду, полная 
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коммуникационная задержка удаленной записи 
между соседними узлами – 2,6 мкс (задержка на 
один хоп – 0,7 мкс), достигаемая чистая пропу-
скная способность канала – 523 МБ/с, достигае-
мая чистая пропускная способность при выдаче 
из сети – 1524 МБ/с. 

Для кристалла маршрутизатора (СБИС) пла-
нируется использовать интерфейс PCI Express 
gen2 x16 (80 Гбит/с) и каналы с пропускной спо-
собностью 75 Гбит/с в каждую сторону. Дости-
гаемая чистая пропускная способность канала 
предположительно увеличится до 6,3 ГБ/с в ка-
ждую сторону, достигаемая чистая пропускная 
способность при выдаче из сети как минимум 
до 6 ГБ/с, ожидаемая коммуникационная за-
держка между соседними узлами не превысит 
500 нс. Сетью на базе СБИС предполагается 
объединять процессоры, по вычислительной 
мощности сопоставимые с процессорами In-
tel Westmere, установленными на прототипе. 

1. ЗАДАЧА УМНОЖЕНИЯ 
РАЗРЕЖЕННОЙ МАТРИЦЫ 

НА ВЕКТОР 

Умножение разреженной матрицы на плот-
ный вектор является задачей с интенсивным 
нерегулярным доступом к памяти (DIS-задачей), 
ее производительность во многом определяется 
возможностями коммуникационной сети. 
В приложениях обычно требуется выполнение 
нескольких итераций умножения фиксирован-
ной матрицы на вектор, что приводит 
к необходимости производить обмен получен-
ными на очередной итерации частями полного 
результата между вычислительными узлами для 
начала следующей итерации. Данную задачу 
в силу ее простоты довольно часто используют 
для оценки производительности суперкомпью-
теров, на ее основе построен метод сопряжен-
ных градиентов, включенный в пакет оценоч-
ных тестов NPB. 

Существует несколько стандартных спосо-
бов параллельной реализации умножения раз-
реженной матрицы на вектор [4]. В первом ал-
горитме «Allgather» матрицу разрезают на гори-
зонтальные полоски и распределяют по вычис-
лительным узлам. В этом случае каждому узлу 
необходимо иметь в своем распоряжении весь 
умножаемый вектор, в результате умножения на 
узле получается часть нового вектора, которая 
должна рассылаться всем узлам при помощи 
операции, соответствующей операции MPI_ 
Allgather. Во втором алгоритме матрицу разре-
зают вертикально и распределяют по узлам, то-

гда каждый узел получает частичную сумму для 
каждого элемента вектора, итоговая сумма по-
лучается для каждого узла при помощи опера-
ции, аналогичной  MPI_Reduce_scatter. 

Недостатком указанных алгоритмов являет-
ся неэффективное использование коммуникаци-
онной сети: в силу разреженности матрицы 
большинство элементов плотного вектора не 
используются при вычислении. Причем этот 
эффект увеличивается с ростом числа узлов, так 
как при этом на каждый узел в среднем прихо-
дится все меньшее количество ненулевых эле-
ментов матрицы. 

В третьем алгоритме «Alltoall» матрица рас-
пределяется так же, как в первом алгоритме, то 
есть горизонтально по вычислительным узлам, 
но каждый узел после окончания счета рассыла-
ет всем узлам только требуемые каждому из 
этих узлов элементы. Соответственно, каждый 
узел получает из сети только нужные ему для 
счета элементы, а не весь вектор. 

Приведем оценку объема коммуникаций для 
первого и третьего алгоритмов. В первом случае 
каждый узел получает в результате вычислений 
n / p элементов, которые рассылаются осталь-
ным узлам, откуда получаем оценку n(p – 1) 
элементов результирующего вектора, где n – 
размер матрицы, p – количество вычислитель-
ных узлов. Видно, что общий объем коммуни-
каций растет пропорционально количеству вы-
числительных узлов, что накладывает ограни-
чения на масштабируемость. 

Для третьего алгоритма получаем, что 
в худшем случае каждому узлу необходимо nd / 
p элементов, где d – среднее количество ненуле-
вых элементов в строке. Эта оценка получена из 
замечания, что каждый узел обладает n/p стро-
ками исходной матрицы, в каждой из которых 
в среднем имеется d ненулевых элементов, каж-
дый из которых в худшем случае (если их гори-
зонтальные индексы различны) требует один 
элемент результата предыдущей итерации. Да-
лее, от каждого из оставшихся узлов в среднем 
требуется nd/p2 элементов, если же не считать 
сам получающий узел (он уже обладает необхо-
димой информацией), то от каждого узла будет 
получено nd(p – 1)/p2, а суммарный объем будет 
nd(p – 1)/p. Для большого числа узлов (p – 1)/p 
близко к единице, откуда окончательно получа-
ем оценку общего объема пересылок по сети nd. 
В итоге получается, что общий объем пересы-
лок в случае третьего алгоритма не зависит от 
количества вычислительных узлов. 
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Таким образом, при p>d алгоритм «Alltoall» 
будет требовать меньше пересылок, чем первый 
алгоритм, причем с ростом числа узлов количе-
ство элементов, требуемое каждому узлу, 
уменьшается, что увеличивает возможности ал-
горитма по масштабированию. 

2. ИМИТАЦИОННАЯ МОДЕЛЬ 

Для оценки производительности на тесто-
вых программах создана на языке Charm++ па-
раллельная потактовая имитационная модель 
разрабатываемой коммуникационной сети [3]. 
Модель хорошо масштабируется при использо-
вании большого количества узлов  вычисли-
тельного кластера. 

В модели реализована параметризованная 
обобщенная схема маршрутизатора разрабаты-
ваемой в ОАО «НИЦЭВТ» сети с топологией 
многомерный тор. Модель позволяет варьиро-
вать размеры буферов, число виртуальных ка-
налов, инжекторов и эжекторов (входов / выхо-
дов из кроссбара для выдачи и приема пакетов 
в / из сети), изменять алгоритмы работы блоков 
маршрутизации и арбитража. Входные вирту-
альные каналы одного направления могут под-
ключаться к кроссбару либо напрямую, либо 
через входной арбитр. 

При прохождении пакета через маршрутиза-
тор используется конвейер, включающий ста-
дии анализа заголовка, выбора дальнейшего 
маршрута, выставления запроса входному / вы-
ходному арбитру, ожидания ответа от арбитра, 
перемаршрутизацию/переход в другую вирту-
альную подсеть при выполнении определенных 
условий (таймаута ожидания, например). За-
держки на выполнение каждой стадии могут 
быть явно заданы, так же как и параметры кон-
вейеризации (предварительный арбитраж) 
и используемая стратегия арбитража. 

К каждому маршрутизатору подключена 
упрощенная модель процессора (условно –
ShmemPE), которая реализует как функции се-
тевого адаптера по формированию и интерпре-
тации пришедших пакетов (для выполнения, 
например, чтений из памяти моделируемого уз-
ла), так и функции собственно вычислительного 
процессора, исполняющего некоторую вычис-
лительную задачу. Интерфейс PCI Express, свя-
зывающий процессор с адаптером, моделирует-
ся приближенно, учитывается практически 
только пропускная способность. Реальный про-
цессор и память не моделируются вообще. 

Для удобства программирования вычисли-
тельных задач для процессора ShmemPE имити-

руемая программа выполняет коммуникации 
при помощи функций интерфейса SHMEM. Эти 
функции разбивают сообщения на один или не-
сколько сетевых пакетов (с учетом максималь-
ного размера сетевого пакета) и не возвращают 
управление в имитируемую программу до тех 
пор, пока не дождутся отправки сообщения 
в сеть в случае shmem_put или окончания вы-
полнения барьера в случае shmem_barrier. 

3. РЕАЛИЗАЦИЯ 

Для имитации выполнения итерационного 
метода в реализациях выполняется подряд не-
сколько итераций умножения разреженной мат-
рицы на вектор. 

На модели разрабатываемой коммуникаци-
онной сети были реализованы два алгоритма: 
первый, основанный на коллективной операции 
Allgather (реализованной программно, т. е. без 
аппаратной поддержки со стороны маршрутиза-
тора), а также третий, основанный на операции 
Alltoall, с отправкой только необходимых уча-
стков результирующего вектора. 

Для моделирования выполнения алгоритма 
«Alltoall» для случайно сгенерированной мат-
рицы с параметрами n = 10240000, d = 10 и d = 
= 50 был произведен расчет необходимого объ-
ема пересылок между каждой парой узлов, 
в результате получена квадратная матрица пере-
сылок размером p×p, где p – количество моде-
лируемых вычислительных узлов (от 2 до 2048). 
Далее производился запуск модели и выполня-
лись указанные отправки в режиме «по кольцу»: 
узел с номером j отправляет сообщение необхо-
димого объема узлам с номерами j + 1, j + 2, …, 
np, 0, 1, …, j – 2, j – 1 в указанном порядке. Рас-
сылка завершается барьерной синхронизацией, 
которая гарантирует получение каждым узлом 
данных, необходимых для начала очередной 
итерации. 

Далее из результатов выполнения OpenMP-
реализации теста на одном узле прототипа вы-
числяется среднее время, необходимое для вы-
полнения пары операций (вещественное сложе-
ние и умножение во внутреннем цикле алгорит-
ма) при фиксированном значении парамет-
ров n и d. Это упрощение связано с отсутствием 
модели процессора и памяти, что вынуждает 
считать зависимость времени, затрачиваемого 
на вычисление результата на одном узле, ли-
нейной относительно числа строк матрицы (при 
фиксированном размере плотного вектора). 
В итоге в предположении последовательного 
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выполнения вычислений, а затем – коммуника-
ций, вычисляется итоговая производительность. 

Для проверки адекватности модели произ-
водилось сравнение результатов моделирования  
прототипа коммуникационной сети с результа-
тами на прототипе. Максимальное отклонение 
модели прототипа от прототипа составило 32 %, 
среднее отклонение – 13 % при моделировании 
рассматриваемой задачи для разного набора па-
раметров, что позволяет с большей надежно-
стью относиться к результатам моделирования 
будущей системы. 

Для сравнения результатов моделирования 
с результатами на существующих суперкомпь-
ютерах  первый и третий алгоритмы были реа-
лизованы при помощи MPI и OpenMP. В реали-
зации первого алгоритма использовалась опера-
ция MPI_Allgather, третьего алгоритма — 
MPI_Alltoall. 

4. РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ    
И ВЫПОЛНЕНИЯ АЛГОРИТМОВ        

НА СУПЕРКОМПЬЮТЕРАХ 

На рис. 1 представлено ускорение работы 
алгоритмов на существующих суперкомпьюте-
рах и на модели сетей 3D-тор и 4D-тор, а также 
достигаемая максимальная абсолютная произ-
водительность.  Выполнение тестов производи-
лось на суперкомпьютере «Ломоносов» в НИВЦ 
МГУ (процессоры Intel Xeon X5570, интеркон-
нект InfiniBand 4x QDR), а также на кластере 
IBM BlueGene/P, установленном на факультете 
ВМиК МГУ. Параметры модели соответствуют 
характеристикам сети на основе кристалла 
маршрутизатора (СБИС). 

На первом алгоритме все суперкомпьютеры 
и модель показывают плохую производитель-
ность и масштабируемость. Первый алгоритм 
опережает третий только на относительно не-
большом числе узлов. 

На третьем алгоритме для большого числа 
узлов ускорение на модели для сети опережает 
ускорение на BlueGene/P, для 1024 узлов уско-
рение на модели сети 3D-тор составляет 323 
раза, на модели сети 4D-тор – 469 раз, на Blue-
Gene/P – 209 раз. Рост производительности на 
суперкомпьютере «Ломоносов» останавливает-
ся для 512 узлов, ускорение при этом составляет 
41 раз. 

На реальных суперкомпьютерах время вы-
полнения вычислений в 100 итерациях третьего 
алгоритма (см. рис. 2) масштабируется почти 
линейно с ростом числа узлов, такое же допу-
щение сделано и в реализации данной задачи 

для модели сети. В реализации с использовани-
ем MPI пришедшие данные раскладываются 
по своим местам в умножаемом векторе, однако 
на рисунке видно, что эта составляющая также  
хорошо масштабируется. Поэтому в третьем 
алгоритме все зависит от масштабирования рас-
сылки «все-всем», которая на суперкомпьюте-
рах «Ломоносов» и BlueGene/P реализована при 
помощи коллективной операции MPI_Alltoall. 
Напомним, что суммарный объем сообщений по 
всем узлам в третьем алгоритме остается посто-
янным с ростом числа узлов. На суперкомпью-
тере «Ломоносов» время выполнения 100 опе-
раций MPI_Alltoall в рамках задачи падает от 10 
с на 4 узлах до 1,5 с на 512 узлах, на BlueGene/P 
те же операции выполняются 43 с на 4 узлах, 
на 1024 узлах – 1,5 с. На модели сети 3D-тор на 
8 узлах рассылка «все-всем» занимает 2,3 с, 
на 1024 узлах – 0,1 с. Результаты показывают, 
что именно рассылка «все-всем» приводит к па-
дению ускорения производительности алгорит-
ма. 

Результаты рассылки «все-всем» на модели 
ограничены теоретической пиковой пропускной 
способностью, которая равна пиковой бисекци-
онной пропускной способности сети, что кос-
венно подтверждает правильность результатов. 

Среди возможных причин лучшей масшта-
бируемости результатов на модели по сравне-
нию с BlueGene/P, в котором также использует-
ся сеть 3D-тор, можно назвать две. Во-первых, 
если на BlueGene/P, число узлов меньше 512, то 
используется не тор, а решетка, у которой би-
секционная пропускная способность в два раза 
ниже, чем у тора. В модели для заданного числа 
узлов всегда используется тор. Во-вторых, ин-
жекция и эжекция пакетов из сети в модели реа-
лизованы идеализированно, не моделируется 
память и процессор, что может повлечь завы-
шение оценки. 

Тем не менее, полученные результаты пока-
зывают возможность получения высокой реаль-
ной производительности на задаче умножения 
разреженной матрицы на вектор на модели раз-
рабатываемой коммуникационной сети. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В статье при помощи имитационного моде-
лирования показана возможность хорошего 
масштабирования производительности задачи 
умножения разреженной матрицы на вектор на 
модели коммуникационной сети, разрабатывае-
мой в ОАО «НИЦЭВТ». 
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Рис. 1. Ускорение производительности
разреженной матрицы на вектор
BlueGene/P, а также на модели разрабатываемой

«Allgather», A

Рис. 2. Профиль выполнения 100 
матрицы на вектор (n = 10240000, 

модели разрабатываемой

В ближайшем будущем планируется
зация в модели сети «аппаратной
коллективных операций, исследование
мощью различных вариантов реализации
умножения разреженной матрицы
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производительности (в логарифмической шкале) различных алгоритмов
матрицы на вектор (n = 10240000, d = 10) на суперкомпьютерах «Ломоносов

на модели разрабатываемой коммуникационной сети. А1 – 
«Allgather», A3 – третий алгоритм «Alltoall» 

 

 
выполнения 100 итераций третьего алгоритма «Alltoall» умножени

10240000, d = 10) на суперкомпьютерах «Ломоносов», IBM BlueGene/P 
разрабатываемой коммуникационной сети 3D-тор 
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