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МАТЕМАТИЧЕСКАЯМОДЕЛЬ
ПРОЦЕССАФОРМОВАНИЯДЕТАЛЕЙ ВЕРТОЛЕТА

ИЗ КОМПОЗИЦИОННЫХМАТЕРИАЛОВ

Рассматривается разработка аналитической математической модели процесса
формования многослойных крупногабаритных конструкций из композицион-
ных материалов в автоклаве, которая учитывает динамику теплофизическо-
го процесса. Полимеризация; формование крупногабаритных многослойных кон-
струкций; автоклав; конвекция; кинетика сушки; оператор Лапласа; критерий

Пекле

ВВЕДЕНИЕ

Одной из основных задач при производ-
стве каркасов вертолетов является автома-
тическое управление процессом формования
крупногабаритных многослойных конструк-
ций из композиционных материалов, кото-
рый в значительной степени влияет на объ-
ем, качество и себестоимость готовой продук-
ции. Для этого необходима разработка ана-
литической математической модели процес-
са формования изделий в автоклаве. В ка-
честве многослойной крупногабаритной кон-
струкции рассматривается каркас двери каби-
ны вертолета.
Математические модели, применяемые на

разных уровнях, могут быть самыми разнооб-
разными и выбор того или иного метода во
многом будет определяться спецификой зада-
чи. Методы описания с иерархической струк-
турой хорошо зарекомендованы при описа-
нии теплофизических объектов.
Из всего многообразия технологических

процессов, производства изделий из компози-
ционных материалов выделим наиболее тру-
доемкие и энергоемкие процессы, оказываю-
щие наибольшее влияние на качество компо-
зитов. К ним относятся:
� процессы разогрева конструкции;
� процессы формообразования;
� процессы полимеризации;
� процессы вакуумирования.
Перечисленные процессы могут быть в об-

щем виде описаны математической моделью
«вход-выход» вида [1]:
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Вследствие сложности составления общей
математической модели процесса производ-
ства изделий из композиционных материалов
составим частные математические модели пе-
речисленных выше процессов.
В статье рассматривается задача опреде-

ления математической модели процесса фор-
мования каркаса двери кабины вертолета для
осуществления автоматического управления
техническим объектом (автоклавом).

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО ПРОЦЕССА

ФОРМОВАНИЯ

Разогрев каркаса в автоклаве горячим воз-
духом представляет собой сложный термо-
динамический процесс, при котором измене-
ние температуры различных точек каркаса во
времени происходит не одинаково. В настоя-
щее время эти вопросы в литературе освеще-
ны достаточно широко. Однако точное реше-
ние этой задачи даже для простейших случаев
сложно.
Ниже представлено описание процессов

разогрева каркаса в автоклаве при помощи
дифференциальных уравнений с переменны-
ми параметрами.
Тепловой баланс для данного случая запи-

шется:

E�E�� � E� 
E�� 
E� � (2)

где E�� — количество тепла, уходящее из ка-
меры с воздухом в окружающую среду;

E� — количество тепла, расходуемое на
разогрев каркаса;



98 МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ, ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ

E�� — количество тепла, расходуемое на
нагрев окружающих конструкций и передава-
емое через них в окружающую среду;

E	 — количество тепла, расходуемое на на-
грев воздуха зоны формообразования.
Количество тепла, расходуемое на разо-

грев зоны формования определим из форму-
лы:

E� � H����A�� � A�
�� � (3)

где H� — расход воздуха в единицу времени,
кг�/сек;

�� — удельная весовая теплоемкость воз-
духа, ккал/кг�С;

A�� — температура воздуха, подаваемого в
зону формования, �С;

A�
� — температуры воздуха, выходящего
из зоны формования, �С.
Используя упрощение, можно принять,

что
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где A� — температура воздуха в автоклаве.
Откуда A�
� � �A��A��, тогдаE���E�
� �

� ��E�� �E��.
Окончательно выражение примет вид:

E� � �H����A�� � A���
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где  �—объем воздуха в зоне формования, м�;
�� — удельный вес воздуха, м�;
�� — удельная весовая теплоемкость воз-

духа, ккал/кг�С.
Количество тепла, расходуемое на нагрев

окружающих конструкций и передаваемое че-
рез них в окружающую среду определяется по
формуле:

E�� �
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где �
�� — коэффициент, характеризующий
теплопередающую способность �-го элемента
окружающей конструкции, ккал/час�С;

A� — температура наружного воздуха, �С.
Коэффициент, характеризующий теплопе-

редающую способность �-го элемента окружа-
ющей конструкции, определяется по форму-
ле:

�
�� � 0
�� ��
�� �

0
�� — площадь �-го элемента окружаю-
щих конструкций, м�;

�
�� — коэффициент теплопередачи
�-го элемента окружающих конструкций,
ккал/час �С.
Значение коэффициента �� может быть

определено из уравнения:

�� �
�

�
#�



#
���

Æ	
$	


 �
#�

� (7)

где ;�;� — коэффициенты теплопереда-
чи элементов окружающих конструкций,
����2���С;

Æ� — толщина �-го элемента окружающей
конструкции;

#� — коэффициент теплопроводности эле-
мента �-й стенки окружающей конструкции,
ккал/м час �С.
Количество тепла, расходуемое на разо-

грев каркаса двери:

E� �
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���

�8��A� � A�� � (8)

где �8� � 08� � � ��8�— коэффициент, харак-
теризующий теплопередающую способность
�-го элемента каркаса, ккал/м� час �С;

08� — поверхность теплообмена �-го эле-
мента каркаса, м�;

�8� — коэффициент теплопередачи �-го
элемента каркаса, ккал/м час �С.

Для упрощения выражения
�#
���

�
�� и

�#
���

�8� обозначим соответственно через �� и

��. Тогда уравнение теплового баланса в раз-
вернутом виде в дифференциальной форме
запишется:
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Полученное уравнение необходимо допол-
нить уравнением нагрева каркаса:

H���
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гдеH� — масса каркаса, кг;
�� — теплоемкость каркаса, ккал/кг�С;
A� — температура каркаса, �С.
В результате получим систему уравнений:
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В уравнениях системы (11) коэффициен-
ты при производных имеют размерность вре-
мени. Обозначим их:

$� � %�&�'�

(��(���)�'�
— постоянная времени

разогрева воздуха зоны формования, с;
$� � )�'�

(�
— постоянная времени разогре-

ва каркаса, с.
В первом уравнении коэффициентыпри A�

и A�, A�� безразмерные:
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Введем обозначение:
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Эти коэффициенты отражают все много-
образие конструктивных и эксплуатацион-
ных факторов, влияющих на процесс формо-
вания каркаса.
Слагаемые правой части первого уравне-

ния (11) имеют размерность температуры.
Обозначим их черезE� � 1�A�� 
1�A�. Тогда
систему уравнений (11) можно переписать в
виде:
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Поскольку в процессе тепловой подготов-
ки формования нас интересует в первую оче-
редь температура каркаса, то решим систему
уравнений (12) относительно A�:
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Корни характеристического уравнения
имеют вид:
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Если
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Значение 1� всегда удовлетворяет нера-
венству (	 ( 1 ( �), значит, наибольшая ве-
роятность нарушения неравенства (15) в слу-
чае 1� � 	.
Тогда:
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Поэтому корни �� и �� будут всегда дей-
ствительными и, судя по подкоренному выра-
жению, отрицательными. Обозначим$� � �;
и $� � @.
Причем если �;� 5 �@� при условии мгно-

венной подачи горячего воздуха и постоян-
ных внешних условиях, то решение диффе-
ренциального уравнения (13) примет вид:
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Из условия начала работы при произволь-
ных постоянных и установившегося режима,
получим:
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Так как при ��� производные стремятся
к нулю:
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Получаем систему уравнений:
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Для упрощения выразим ; и @ через $� и
$�, тогда уравнение (13) перепишем в виде:
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Будем считать, что существует также но-
вые постоянные времени $�� и $��, для кото-
рых справедливы условия [2]:
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В новых обозначениях уравнение (13) за-
пишется
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В этом случае корни уравнения будут рав-
ны:
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С учетом преобразований решение запи-
шется в виде:
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Таким образом, мы видим, что в некоторых
точках фазового пространства �H�� A�� A��  ��
процесс описывается линейным дифферен-
циальным уравнением второго порядка. Вто-
рым этапом исследования является иденти-
фикация модели процесса. Для этого необхо-
димо поставить ряд экспериментов и приме-
нить регрессионный анализ к коэффициентам
уравнения (19), получить зависимость их от
переменныхH�� A�� A��  �.
Математическая модель процесса разо-

грева автоклава представляет собой систему
дифференцированных уровней с переменны-
ми параметрами. Коэффициенты этой систе-
мы уравнений являются неизвестными па-
раметрами, зависящими от конструктивных
особенностей автоклава и внешних условий
конструкции каркаса. В результате решения
систем уравнений получено выражение для
температуры каркаса двери кабины вертоле-
та, которое позволяет оптимизировать про-
цесс управления формованием.

Экспериментальные данные для составле-
ния математической модели технологическо-
го процесса формования получены на реаль-
ной установке при изготовлении изделий из
полимеров.
Результаты расчетов параметров динами-

грева и нагревания до температуры формиро-
вания приведены в табл.

Т а б л иц а
Определение параметров динамики
на этапах предварительного нагрева

Предварительный нагрев Нагревание

№
каркаса

����,
мин

��,
ÆС/мин


����,
ÆС

��,
ÆС/мин


����,
ÆС

1 3,75 1,33 15 1,24 60,77
2 7,50 1,59 28,30 1,57 61,6

образец 7,50 2,00 18,32 1,78 60,77
среднее 6,25 1,60 20,54 1,53 61,05

На каждой диаграмме приведены графи-
ки изменения температуры по 10 контроль-
ным точкам изделия. По каждому из графи-
ков определялись параметры динамики, сред-
ние значения параметров являются резуль-
татными.
На рис. 1 представлены данные сопостав-

ления результатов моделирования на участке
предварительного нагрева с эксперименталь-
ными данными, на рис. 2 представлены дан-
ные сопоставления результатов моделирова-
ния с данными эксперимента на этапе нагре-
вания.
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Рис. 1. Сопоставление экспериментальных дан-
ных (- - - -) и результатов моделирования (——)

на этапе предварительного нагрева

Показания рассчитывались для каждого
каркаса по его параметрам динамики. Абсо-
лютная погрешность составляет 3,32 ÆС для
изделия 123, 1,93 ÆС, для образца — 9,645 ÆС,
относительная погрешность соответственно 2
и 5,85%.

ки объекта на участках предварительного на-
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Рис. 2. Сопоставление экспериментальных дан-
ных (- - - -) и результатов моделирования (——)

на этапе формирования

Передаточная функция объекта на этапе
предварительного нагрева и нагревания:
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Она показывает, что объект управления
обладает значительным запаздыванием. Та-
ким образом, информация от объекта управ-
ления поступает с задержкой во времени % �
� ��� минут, поэтому коррекция управления
может производиться лишь приблизительно.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрены вопросы описа-
ния теплофизических процессов уравнения-
ми второго порядка с распределенными па-
раметрами. Модель процесса аппроксимиро-
вана системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Получено выражение для
скорости выпаривания связующего. Резуль-
таты математического описания процесса вы-
паривания связующего показывают, что ско-
рость выпаривания пропорциональна темпе-
ратуре в автоклаве и определяет характер все-
го процесса для фиксированных температур-
ных стадий.
Разработанная математическая модель

процесса формования каркаса отражает ха-
рактер преобразования входных воздействий
в выходные и позволяет использовать резуль-
таты для управления процессом формования.

Модель позволяет разработать алгоритмы
управления по контуру температуры, давле-
ния, вакуумирования.
Результаты теоретических и эксперимен-

тальных исследований, представленных в ста-
тье, внедрены на Кумертауском авиационном
производственном предприятии (КумАПП) в
цехе по производству изделий из полимерных
композиционных материалов.
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