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СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ ОЦЕНОК  
ГРАНИЧНЫХ ЗНАЧЕНИЙ ХАРАКТЕРИСТИК НАДЕЖНОСТИ 

Статья посвящена вопросам доверительного оценивания граничных значений характеристик надежности технических изделий. 
Исследованы закономерности смещения оценок надежности внутри доверительного интервала в зависимости от объема выбо-
рочных данных и типа закона распределения наработки до отказа при заданных значениях доверительной вероятности и нара-
ботки до отказа. На основе полученных результатов разработана методика доверительного оценивания граничных значений 
характеристик надежности, позволяющая учитывать поведение вероятностных характеристик внутри доверительного интерва-
ла, что в свою очередь позволяет сократить неопределенность получаемых оценок. Надежность; интервальное оценивание; 
доверительная вероятность; закон распределения; порядковые статистики; экстремальные статистики  

 
 

    ВВЕДЕНИЕ 

Одним из ключевых факторов эффективного 
управления надежностью технических изделий 
является обработка данных об отказах на раз-
ных стадиях жизненного цикла изделия, в осо-
бенности на этапе эксплуатации. Оценка факти-
чески достигнутого уровня надежности произ-
водится экспериментальными методами – по 
результатам определительных испытаний либо 
по результатам подконтрольной эксплуатации. 

Развитые технологии производства, с одной 
стороны, и ограниченное число выпускаемых 
изделий, с другой стороны, зачастую не позво-
ляют получать значительное число данных 
об отказах.  

В ряде случаев в задачах надежности требу-
ется не только получить точечную оценку зна-
чений характеристик надежности, но и границы, 
в которых она может изменяться с заданной до-
верительной вероятностью. Такого рода задачи 
особенно актуальны при ограниченном числе 
данных об отказах, когда точечная оценка 
в значительной мере случайна и зависит глав-
ным образом от свойств исходных данных. Что-
бы дать представление о точности и надежности 
таких оценок, в математической статистике 
пользуются так называемыми доверительными 
интервалами. 

Особый интерес представляет доверитель-
ное оценивание вероятности безотказной рабо-
ты самого «слабого» изделия при заданном зна-
чении наработки до отказа и наоборот – интер-
вальное оценивание наработки до отказа изде-
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лия в «худшем случае» при заданной вероятно-
сти безотказной работы. Математической осно-
вой анализа данных граничных значений харак-
теристик надежности является аппарат порядко-
вых статистик, а именно раздел, посвященный 
крайним порядковым статистикам (для задач 
надежности рассматривается минимальная по-
рядковая статистика). 

Существуют приближенные и точные мето-
ды построения доверительных интервалов для 
параметров случайной величины. Приближен-
ные методы ориентированы на выборки доста-
точно большого объема, вид закона распределе-
ния случайной величины априорно может быть 
неизвестен. Построение доверительного интер-
вала приближенными методами изучено лишь 
для математического ожидания случайной ве-
личины и ее дисперсии. Точные методы по-
строения доверительных интервалов предпола-
гают вид закона распределения случайной вели-
чины известным. Наиболее полно построение 
доверительных интервалов точными методами 
изучено лишь для нормального закона распре-
деления. 

Для параметра экспоненциального закона 
распределения случайной величины известен 
метод определения доверительных границ, ко-
гда моменты отказов образуют пуассоновский 
поток с интенсивностью λ. Согласно данному 
методу, доверительные границы (λН; λВ), покры-
вающие истинное значение λ с доверительной 
вероятностью β, определяются с помощью 
квантилей ХИ-квадрат распределения. Более 
подробное описание метода можно найти в ра-
ботах [1, 2]. Стоит отметить, что данный метод 
для экспоненциального вида закона распределе-
ния пользуется большой популярностью у авто-
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ров нормативных материалов [3–5]. Ограниче-
нием этого метода является то, что оцениваются 
доверительные границы для параметра экспо-
ненциального закона распределения, опреде-
ляемого по всей совокупности выборочных 
данных. Как отмечалось в работе [6], оценка 
надежности изделия по всей совокупности вы-
борочных данных, полученная даже по верхней 
границе доверительного интервала, оказывается 
завышенной по отношению к оценке надежно-
сти изделия «в худшем случае», полученной по 
нижней границе доверительного интервала.  

Проведенный анализ позволил выявить 
и другие методы построения доверительных 
интервалов для точечных оценок характеристик 
надежности, однако общим для всех них являет-
ся то, что характеристики надежности оценива-
ются по всей выборке (оцениваются осреднен-
ные параметры). Интервальное оценивание на-
дежности изделий традиционными методами не 
может быть применено при оценивании гранич-
ных значений характеристик надежности. 

Задача исследования заключалась в анализе 
свойств статистических оценок граничных зна-
чений характеристик надежности внутри дове-
рительных интервалов в зависимости от про-
должительности испытаний и объема выбороч-
ных данных. 

1. СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА  
ОЦЕНОК ХАРАКТЕРИСТИК  
НАДЕЖНОСТИ ВНУТРИ  

ДОВЕРИТЕЛЬНОГО ИНТЕРВАЛА  

Известные подходы к интервальному оце-
ниванию не позволяют вынести заключение 
о поведении оценок внутри доверительных ин-
тервалов – указываются лишь границы возмож-
ных значений случайной величины при соответ-
ствующей доверительной вероятности. То, как 
распределены данные оценки случайной вели-
чины внутри доверительного интервала остает-
ся неизвестным, при этом принято считать, что 
истинное значение случайной величины может 
находиться с одинаковой вероятностью в любой 
точке доверительного интервала. Однако, как 
будет показано далее, это справедливо лишь для 
области математического ожидания случайной 
величины.  

Настоящее исследование направлено на 
анализ таких свойств получаемых оценок зна-
чений характеристик надежности, как смещен-
ность и устойчивость. Основанием данного ис-
следования является возможность проведения 

управляемого статистического эксперимента. 
Схема эксперимента имела следующий вид: 

• формировались выборки случайных ве-
личин, распределенных по заданному закону 
распределения F(x) объемом N. Для каждого 
объема выборки N проводилось k эксперимен-
тов; 

• по каждой выборке определялась интен-

сивность отказа
^

λ . Соответственно формиро-

вался массив j

^

λ , где j соответствует номеру 
эксперимента; 

• среди k экспериментов определялись 

минимальные и максимальные значения 
^

λ : 

)min(
^

min jλ=λ ; )max(
^

max jλ=λ , где kj ;1= ; 

• для построения гистограмм частот опре-
делялись длины интервалов h: 

klg3,322+1

);();( minminmaxmin

⋅
λ−λ

=
xFxF

h , 

где [ ] dxxfxFNxF N

∫
∞

−−=
0

1

min )()(1)(  – вероят-

ность того, что время наработки самого «слабо-
го» изделия окажется больше значения xmin; 

• строились гистограммы распределений 
статистических оценок внутри доверительных 
интервалов, соответствующих различному вре-
менному сечению (разным наработкам до отка-
за). 

Доверительная вероятность β, с которой 
оцениваются доверительные интервалы F(xmin; 
λmax) и F(xmin; λmin) в приведенной схеме зависят 
от выбора значения k (количество эксперимен-
тов). Очевидно, что чем больше k, тем довери-
тельная вероятность β выше.  

Исследование направлено на анализ стати-
стических свойств оценок характеристик на-
дежности внутри доверительного интервала, 
соответствующих различным значениям в об-
ласти определения случайной величины – нара-
ботки до отказа. Стоит отметить, что данная 
схема исследования, а также приведенные в ста-
тье результаты справедливы лишь для случая, 
когда случайная величина имеет левостороннее 
ограничение. В задачах надежности это спра-
ведливо в связи с тем, что значение наработки 
до отказа – неотрицательная случайная величи-
на. 

Отличительной особенностью исследования 
является то, что оно позволило определить за-
кономерности смещения оценок в зависимости 
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от времени эксплуатации. Установленные зако-
номерности позволяют уменьшить неопреде-
ленность получаемых оценок граничных значе-
ний характеристик надежности и делает воз-
можным перейти от интервального оценивания 
к оцениванию статистическому [7]. 

В результате исследования были построены 
гистограммы распределений статистических 
оценок внутри доверительных интервалов, со-
ответствующих различному времени испытаний 
изделий, в зависимости от объема выборочных 
данных. 

На рис. 1–2 приведена часть полученных ре-
зультатов для минимальной порядковой стати-
стики при показательном законе распределения 
с параметром λ = 1 и объеме выборочных дан-
ных N = 5. 

Сечение 2 на рис. 1–2 соответствует матема-
тическому ожиданию закона распределения ми-
нимальной порядковой статистики. Закон рас-
пределения минимальной порядковой статисти-
ки в случае показательного закона распределе-
ния с параметром λ = 1 также является показа-
тельным, но уже с параметром Nλ = N. 
 

 
Рис. 1. Функция распределения минимальной порядковой статистики при показательном законе 
распределения и объеме выборочных данных N = 5. Доверительные границы соответствуют 

коэффициенту доверительной вероятности β = 0,95  

 
Рис. 2. Гистограммы оценок значений вероятности для минимальной порядковой статистики  
при X = 0,05, X = 0,2, X = 0,4 (сечение 1,  сечение 2, сечение 3 на рис. 1 соответственно)  
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Полученные результаты позволяют заклю-
чить, что статистические свойства оценок, соот-
ветствующие разным сечениям, зависят, во-
первых, от типа закона распределения наработ-
ки до отказа изделий, а во-вторых – от объема 
выборочных данных. Кроме того, до математи-
ческого ожидания оценки являются смещенны-
ми в область завышения надежности, причем 
завышение тем выше, чем дальше от математи-
ческого ожидания расположено временное се-
чение, в области математического ожидания 
оценки относительно теоретической функции 
расположены симметрично, а при времени ис-
пытаний больше математического ожидания 
оценки становятся заниженными, причем тем 
больше, чем дальше от математического ожида-
ния расположено временное сечение. Получен-
ные закономерности позволяют за счет перехо-
да от интервального оценивания к оцениванию 
статистическому уменьшить неопределенность, 
связанную с малым объемом выборочных дан-
ных. 

Одной из задач исследования являлся анализ 
дополнительной информации относительно до-
верительных оценок, получаемых за счет актив-
ного экспериментирования. Рассчитаем метри-
ческие характеристики неопределенности при 
интервальном и статистическом оценивании 
граничных значений характеристик надежности. 

Известно, что для непрерывной случайной 
величины количественная оценка неопределен-
ности по Шеннону определяется следующим 
выражением: 

( ) ( )( )∫−=
b

a

dxxfxfH ln ,                    (1) 

где a, b – границы возможных значений случай-
ной величины. 

Если плотность распределения задается 
оценкой в виде гистограммы частот, то выраже-
ние (1) преобразуется к виду: 
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где n – число подитервалов группирования 
(предполагая, что интервал [a, b] разбивается на 

n одинаковых по величине интервалов ∆x); 
^

ip  – 
частота попадания в i-й подинтервал. 

Выражение (2) можно преобразовать сле-
дующим образом:  
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Таким образом, оценка информативности 

преобразуется к виду: 
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Здесь Iинт(xi) – количество информации, со-
ответствующее точке xi, и получаемое в резуль-
тате построения доверительной области с оги-
бающими φв(xi); φн(xi). 

Для определения величины, характеризую-
щей относительный прирост информативности, 
введем обозначение ∆I(xi). Относительный при-
рост информативности  будет определяться сле-
дующим соотношением: 

( ) ( ) ( )
( ) %.100
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инт ⋅
−

=∆
i

ii
i xI

xIxI
xI  

На рис. 3 приведены кривые, характери-
зующие изменение величины ∆I(xi) в зависимо-
сти от времени наработки до отказа и объема 
выборочных данных при показательном законе 
распределения случайной величины. 

Полученные результаты позволяют заклю-
чить, что оценки граничных значений характе-
ристик надежности имеют различные статисти-
ческие характеристики при разных значениях 
времени наработки до отказа. Интервальная 
оценка, учитывающая лишь границы возмож-
ных значений случайной величины (равномер-
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ное распределение) является объективной лишь 
в области математического ожидания случайной 
величины. По мере удаления от математическо-
го ожидания использование полученных резуль-
татов позволяет уменьшить неопределенность 
при оценивании значений характеристик на-
дежности на 18–20% относительно традицион-
ного интервального оценивания. 

 

 
Рис. 3. Зависимость величины уменьшения 
неопределенности ∆I(x), % от времени 

наработки до отказа x и объема выборки N 

2. МЕТОДИКА ИНТЕРВАЛЬНОГО 
ОЦЕНИВАНИЯ ГРАНИЧНЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ХАРАКТЕРИСТИК 

НАДЕЖНОСТИ ИЗДЕЛИЙ  

Проведенные теоретические исследования, 
а также полученные результаты, описанные в 
работе [6], позволили для показательного закона 
распределения разработать методику интер-
вального оценивания граничных значений ха-
рактеристик надежности изделий:  

Шаг 1. По выборочным данным { }N

ix 1  рас-

считывается выборочное среднее по формуле: 

( ) .
1

1
∑

=

=
N

i
ix

N
XM  

Шаг 2. Рассчитывается эмпирическая оценка 
среднеквадратического отклонения по формуле: 

( )( ) .
1

1 2

1
∑

=

−
−

=σ
N

i
ix xMx

N
 

Шаг 3. Исходные выборочные данные пре-
образуются по формуле: 

.
*

x

i
i

x
x

σ
=  

Шаг 4. По выборочным данным оценивается 
параметр показательного закона распределения 

^

λ  по формуле: 

( )XM

1^

=λ . 

Шаг 5. Определяется плотность распределе-
ния минимальной порядковой статистики 
φN(Xmin), позволяющая получить точечные оцен-
ки граничных значений характеристик надеж-
ности: 

( ) xN
N eNX

^^

min
λ−⋅λ=ϕ . 

Шаг 6. Используя результаты, полученные 
в [6], для заданного объема выборки N и дове-
рительной вероятности β определяется довери-
тельный интервал параметра λ: λН ≤ λ ≤ λВ. 
В табл. 1 приведена зависимость значений дове-
рительных границ параметра λ от объема вы-
борки N при доверительной вероятности β = 
= 0,95 для показательного закона распределения 
с параметром λ = 1. Аналогичные таблицы мо-
гут быть рассчитаны и для других β. 

 
Таблица  1  

Доверительные границы параметра λ 
показательного закона распределения при 

доверительной вероятности β = 0,95 

N 

Ниж-
няя 

довери-
ри-

тельная 
грани-
ца λН 

Верх-
няя до-
вери-
тельная 
граница 
λВ 

N 

Нижняя 
довери-
тельная 
граница 
λН 

Верхняя 
довери-
тельная 
граница 
λВ 

5 0,4925 2,2884 55 0,8036 1,2544 
10 0,6028 1,7450 60 0,8111 1,2421 
15 0,6605 1,5633 65 0,8177 1,2313 
20 0,6976 1,4673 70 0,8236 1,2218 
25 0,7243 1,4064 75 0,8290 1,2134 
30 0,7446 1,3635 80 0,8339 1,2058 
35 0,7609 1,3313 85 0,8384 1,1989 
40 0,7742 1,3061 90 0,8425 1,1927 
45 0,7855 1,2857 95 0,8463 1,1870 
50 0,7952 1,2688 100 0,8499 1,1818 

 
Шаг 7. Определяются плотности распреде-

лений верхних и нижних границ доверительного 
интервала минимальной порядковой статисти-
ки, позволяющие получить доверительные ин-
тервалы оценок граничных значений характери-
стик надежности: 

xN
N eNX Н

ННmin

*

)( λ−⋅λ=ϕ ; 

xN
N eNX В

ВВmin

*

)( λ−⋅λ=ϕ . 

Шаг 8. Для оценок, полученных на преды-
дущем шаге, осуществляется переход к перво-
начальному масштабу σx, которому соответст-
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вуют исходные выборочные данные: 

xXX σ⋅= min

*

min . При этом 

Нmin

*

Нmin )()( xNN XX σ⋅ϕ=ϕ ; 

Вmin

*

Вmin )()( xNN XX σ⋅ϕ=ϕ . 

Далее, аналогично традиционным методам 
интервального оценивания, получают довери-
тельные интервалы крайних значений характе-
ристик надежности. 

Шаг 9. Для заданного значения наработки 
до отказа оценивается плотность распределения 
оценок граничных значений характеристик на-
дежности внутри полученного доверительного 
интервала [φN(Xmin)Н; φN(Xmin)В]. Оценивание 
производится на основе приведенных ранее ре-
зультатов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В результате проводившихся исследований 
были получены закономерности смещения оце-
нок граничных значений характеристик надеж-
ности внутри доверительного интервала в зави-
симости от объема выборочных данных и типа 
закона распределения наработки до отказа. Бы-
ло установлено, что с увеличением разницы ме-
жду рассматриваемым значением наработки до 
отказа и ее средним значением становится целе-
сообразным использование полученных резуль-
татов, позволяющее уменьшить неопределен-
ность при оценивании граничных значений ха-
рактеристик надежности до 18–20% относи-
тельно традиционного интервального оценива-
ния. 

На основе полученных результатов была 
разработана методика доверительного оценива-
ния граничных значений характеристик надеж-
ности, позволяющая учитывать поведение веро-
ятностных характеристик внутри доверительно-
го интервала. Данная методика отличается от 
известных тем, что позволяет определять не 
только границы, в которых могут изменяться 
вероятностные характеристики надежности, но 
и показывает поведение вероятностных харак-
теристик внутри этих границ. 
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