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МЕТОДЫ
АСИМПТОТИЧЕСКОГО СИНТЕЗА
И ТЕРМОСИЛОВЫХАНАЛОГИЙ

В ТЕОРИИОБОЛОЧЕК

Рассматривается построение аналитических решений уравнений цилиндри-
ческих и конических оболочек на основе методов асимптотического синтеза
(МАС) напряженного состояния, в которых используются различные прибли-
женные уравнения теории оболочек: полубезмоментной теории и краевого эф-
фекта, Власова–Доннелла, изгибного и тангенциального состояний и анали-
зируется их асимптотическая и действительная погрешности. Показано, что в
случае силовых воздействий на цилиндрические и конические оболочки могут
быть полученыпростые аналитические выражения, легко поддающиеся числен-
ной реализации, или простые расчетные формулы в замкнутом виде. Записа-
ны дифференциальные уравнения общей теории трансверсально-изотропных
оболочек, являющиеся обобщением уравнений В. З. Власова, а также приведе-
ны различные приближенные уравнения и номера гармоник для «склеивания»
решений при использовании МАС. Приводятся соотношения математической
термосиловой аналогии, позволяющие перейти от решений для силовых задач
к термоупругим, устанавливающие прямую дифференциальную связь между
эффектами от силового и температурного воздействий на оболочки. Оболочка;

метод синтеза; асимптотический метод; силовая аналогия

Роль аналитических методов в решении
прикладных задач из различных областей ме-
ханики растет, несмотря на все прогрессирую-
щее развитие вычислительной техники и вы-
числительной математики, которое стало до-
полнительным стимулом к развитию относи-
тельно нового раздела математики — асим-
птотических методов, позволяющих, в част-
ности, производить априорный анализ реше-
ний дифференциальных уравнений и отбро-
сить несущественные, а порой весьма гро-
моздкие слагаемые, как, например, в теории
оболочек. В результате применения асим-
птотических методов к дифференциальным
уравнениям общей теории оболочек показа-
на возможность расчленения напряженно-де-
формированного состояния оболочки на ряд
элементарных состояний, описываемых из-
вестными приближенными уравнениями. Та-
кая потребность обусловлена тем, что при
действии на оболочки нагрузок общего харак-
тера проблема определения напряженно-де-
формированного состояния может быть при-
ведена к решению системы уравнений высо-
кого — восьмого — порядка в частных произ-
водных, что служит естественным тормозом
на пути решения многих краевых задач. Для

устранения возникающих трудностей пред-
ставляется весьма плодотворным развитие и
обобщение на случай произвольного дефор-
мирования оболочек методов асимптотиче-
ского синтеза (МАС) напряженного состо-
яния, которые позволяют построить напря-
женно-деформированное состояние на осно-
ве приближенных уравнений более простой
структуры и более низкого порядка [1–3].
(Под асимптотическим синтезом понимается
сведение в единое целое решений различных
приближенных уравнений, каждое из кото-
рых «хорошо» описывает то или иное асим-
птотически однородное элементарное состо-
яние). Так, еще в 1920–1930-е гг. были раз-
работаны приближенные методы расчета осе-
симметричного деформирования куполов и
днищ, в которых полное напряженно-дефор-
мированное состояние получено путем, по
сути, синтеза двух напряженных состояний:
безмоментного и краевого эффекта. Постро-
енные позже методы асимптотического инте-
грирования уравнений общей теории оболо-
чек позволили расчленить напряженное со-
стояние оболочки на ряд так называемых эле-
ментарных напряженных состояний, каждое
из которых описывается известными прибли-
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женными уравнениями, полученными в раз-
ные времена. Это уравнения безмоментной
и полубезмоментной теории, теории краево-
го эффекта, напряженного состояния с вы-
сокой изменяемостью (уравнения Власова–
Доннелла) и, наконец, уравнения изгибно-
го и тангенциального состояний, являющие-
ся аналогом уравнений плоской задачи и из-
гиба пластины. Что же касается синтеза на-
пряженного состояния приближенных урав-
нений, то здесь вопрос оставался значитель-
ное время открытым из-за отсутствия прин-
ципов и достаточно четких критериев при
определении границ «склеивания» (сращива-
ния) приближенных решений. Наибольшие
трудности при этом возникают, когда напря-
женное состояние описывается функциями,
изменяемость которых колеблется в широ-
ких диапазонах, как, например, при воздей-
ствиях сингулярного характера — при со-
средоточенных и локализованных силовых и
температурных воздействиях. В этих случа-
ях вклад того или иного элементарного на-
пряженного состояния существенно зависит
от изменяемости поверхностной или краевой
нагрузки. При действии нагрузок сингуляр-
ного характера на оболочки положительной
гауссовой кривизны решение представлено в
форме суммы безмоментного напряженного
состояния и «точечного» краевого эффекта
в окрестности точки приложения сосредото-
ченной силы [3]. В случае оболочек нулевой
гауссовой кривизны, к которым в первую оче-
редь относятся цилиндрические и конические
оболочки, возникают дополнительные труд-
ности [2], на путях преодоления которых сле-
дует остановиться.

1. В случае круговой цилиндрической
оболочки при действии нормальной нагруз-
ки ,���  �, произвольно распределенной по
поверхности, уравнения общей теории могут
быть сведены к одному разрешающему урав-
нению относительно функции )���  �.
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В качестве примера рассмотрим бесконеч-
но длинную оболочку при действии само-
уравновешенной системы «-» локальных на-

грузок, приложенных в одном ее поперечном
сечении. Представим нагрузку вдоль контура
в виде ряда, а вдоль образующей — в виде ин-
теграла Фурье
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Решение уравнения (1.1) отыскиваем в ви-
де, аналогичном (1.2)
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Тогда в результате очевидных подстановок
находим разрешающую функцию

)���  � �
���� F��

"�� �

�
(

!

�
�

�(
�

�
�$
�	�

G� ��� -� 

%
�

�

����� ����?

?>�?� ��

? � (1.4)

где
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Для всех интересующих нас факторов (пе-
ремещений, сил, моментов) нетрудно полу-
чить аналогичные (1.4) выражения.

Записанное в форме (1.4) решение на
основе общей теории оболочек позволяет в
большинстве случаев получить напряженно-
деформированное состояние с высокой степе-
нью точности, но часто ценой проведения тру-
доемкой вычислительной работы на компью-
терах. Затруднено решение краевых задач при
условиях, отличных от шарнирного закрепле-
ния.
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Одним из наиболее привлекательных пу-
тей получения достаточно точных и в то
же время легко поддающихся численной ре-
ализации выражений является асимптотиче-
ский синтез напряженно-деформированного
состояния на основе решений приближенных
уравнений.

Рассмотрим методы асимптотического
синтеза (МАС) напряженно-деформирован-
ного состояния оболочек, вытекающие есте-
ственным образом из асимптотического ана-
лиза уравнений общей теории, асимптоти-
ческой и действительной погрешностей ре-
шений на основе приближенных уравне-
ний [1, 2, 5, 12]:
� основанный на условии обеспечения

минимума асимптотической погрешности и
применении уравнений полубезмоментной
теории и теории простого краевого эффек-
та при «низких» номерах гармоник разложе-
ний вида (1.2), (1.3), а уравнений Власова–
Доннелла — при «высоких» номерах � (пер-
выйМАС);
� заключающийся в использовании при

«низких» и «высоких» номерах гармоник
уравнений полубезмоментной теории, крае-
вого эффекта, уравнений типа плоской за-
дачи теории упругости и изгиба пластины,
а при «средних» номерах — уравнений типа
Власова–Доннелла (второй МАС);
� основанный на применении уравнений

только четвертого порядка по продольной ко-
ординате, к которым относятся: уравнения
полубезмоментной теории, краевого эффекта,
типа плоской задачи теории упругости и из-
гиба пластины (третий МАС).

Уточним понятия «низкие», «средние» и
«высокие» номера гармоник.

В первомМАС граница «склеивания»при-
ближенных решений легко устанавливается
исходя из условия обеспечения минимума
асимптотической погрешности, которое при-
водит к зависимости

-��� � �
�

(�! � (1.5)

Округленное до ближайшего целого чис-
ла значение �, найденное по этой форму-
ле, будем обозначать через *��Отметим, что
с этой целью можно воспользоваться усло-
вием четкого разделения корней характери-
стических уравнений для полубезмоментной
теории и краевого эффекта, что было сде-
лано в работе [1] наряду с использовани-
ем условия минимума асимптотической по-
грешности. Вернемся к асимптотической по-
грешности. При «низких» номерах гармоник

�� 1 *�� минимальную асимптотическую по-
грешность обеспечивает применение уравне-
ний полубезмоментной теории и краевого эф-
фекта (кривая 1, рис. 1), а при более вы-
сокой изменяемости применение уравнений
Власова–Доннелла (кривая 2). Во втором ме-
тоде при «высоких» номерах гармоник воз-
можна замена уравнений Власова–Доннелла
уравнениями четвертого порядка для танген-
циального и изгибного состояний. Отметим,
что в случае действия нормальной нагрузки
и наличия перепада температуры по толщине
оболочки имеет место лишь изгибное состоя-
ние. При действии нагрузки аксиальной или
окружной, или при наличии температурного
поля, постоянного по толщине оболочки, име-
ет место лишь тангенциальное состояние, что
делает этот метод еще более эффективным и
привлекательным. Асимптотическая погреш-
ность последних двух состояний резко падает
по мере увеличения изменяемости напряжен-
ного состояния (кривая 3). Замена уравнения
Власова–Доннелла уравнениями изгибного и
тангенциального состояний означает переход
от эллиптического разрешающего уравнения
к полигармоническому ��)���  � � �, кото-
рое, в свою очередь, распадается на два бигар-
монических, имеющих несвязанные решения.
Для установления значения номера ряда, при
котором такая замена правомерна, рассмо-
трим знаменатель подынтегрального выраже-
ния (1.4), в котором сохраним лишь члены,
отвечающие уравнениюВласова–Доннелла, и
преобразуем его к виду
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(1.6)

Значение номера гармоники �, при кото-
ром можно перейти к уравнению полигармо-
ническому, или двум бигармоническим, полу-
чим из сравнения членов в квадратных скоб-
ках с множителем ?�, входящим в (1.6):

-��� AA ���� F���(�!�� � (1.7)

Далее примем во внимание, что прибли-
женные уравнения теории оболочек, описы-
вающие элементарные напряженные состоя-
ния, например, уравнения краевого эффекта,
являются источником погрешности порядка
�!�(���� по сравнению с единицей, тогда как
для уравнений общей теории оболочек харак-
терна погрешность порядка �!�(� [4].
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Поэтому при использовании приближен-
ных уравнений теории оболочек можно пре-
небрегать величинами порядка �!�(���� по
сравнению с единицей, и тогда вместо (1.7)
получаем

�� � ���-�� ��� F�
�
�(�!���� � (1.8)

Округленное до ближайшего целого числа
значение �, найденное по формуле (1.8), бу-
дем обозначать через ��.

Таким образом, имеем два характерных
значения ��� � *�� � � ���, разделяющих пол-
ный интервал изменения номеров гармониче-
ского ряда �� � �� �� �� 
� ����� на «низкие»
�� 	 *��, «средние» �*� 1 � 1 ��� и «высокие»
�� 
 ��� номера гармоник.

Теперь, имея значения *�� ��, нетрудно за-
писать решение на основе одного из сфор-
мулированных здесь МАС. Сделаем это для
второго МАС, воспользовавшись (1.1–1.4),
для случая нагружения оболочки по отрезкам
контура ��� � ��:

�

�
�����  � �

�
�

�" �

�
�������������������������������������

F
�$

�	�

G� ��� -� �

�
%
�

�

?� ����?

?� � 	H�

?�

�
�

�H�

�$
�

G�&
�
�� ��� -� �

�
%
�

�

����?

?� � 	)��

?�

�

��$
���

G� ��� -� �

�
%
�

�

� ��
�?� �� ����?

�?� � -����� � 	H�?�

?�

�

�$
����

G� ��� -� �

�
%
�

�

�
-��� � F?�

�
����?

�?� � -�����

?

�
�������������������������������������
(1.9)

H� � 
�� � F���(�!�� �

&��� � -����-��� � �� �
�
&
�
��?� �� �

�
-��� � F?�

�
�?� � -����� �

	)�� � ����� F����-����-��� � ��� �

Выражения (1.4), (1.9) послужили алго-
ритмом для вычислений с целью сравнений
вклада элементарных напряженных состоя-
ний в полное напряженное состояние оболоч-
ки с параметрами: (�! � ���, - � �, � �  �
� �,  � � �����. На рис. 2 представлены зна-
чения изгибающего момента для �-й гармо-
ники на основе: общей теории оболочек (кри-
вая �), уравнений Власова–Доннелла (�),
полубезмоментной теории (�), теории крае-
вого эффекта (кружок с вертикальной чер-
той по диаметру), полубезмоментной теории
плюс краевого эффекта (кружок, залитый на-
половину), уравнений изгибного состояния
(залитый треугольник).

Рис. 1

Графики дают возможность увидеть дей-
ствительную погрешность для каждого номе-
ра гармоники, «высветить» роль каждого эле-
ментарного состояния, а также убедиться не
только в качественном, но и в количествен-
ном соответствии значений *�, �� действи-
тельно имеющему место напряженному со-
стоянию оболочки. Кроме того, нетрудно убе-
диться в неправомерности вывода некоторых
авторов о возможности перехода от уравне-
ния Власова–Доннелла к полигармоническо-
му уравнению лишь при весьма больших зна-
чениях гармоник, в десятки раз превышаю-
щих те, что следуют из полученной здесь фор-
мулы для �� и из действительного напряжен-
ного состояния, показанного на рис. 2.

Сформулированные здесь первый и вто-
рой МАС позволяют получать практически
точные решения искомых факторов (погреш-
ность меньше 5%), а третий МАС дает воз-
можность построения весьма «прозрачных»
выражений, а при некоторых допущениях и
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конечных формул, область применения кото-
рых достаточно просто устанавливается. На-
пример, в диапазоне изменения параметра на-
грузки  � 
 �!�(���� может быть записано
следующее приближенное равенство:
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(1.10)

Рис. 2

Простые аналитические выражения или
конечные формулы могут быть записаны не
только для бесконечно длинных оболочек.

В качестве примера приведем выражение
для радиального перемещения в точках при-
ложения сосредоточенных нормальных сил �
на свободном крае полубесконечной цилин-
дрической оболочки (при - � �� F � ��
�:

I��� �� � 


�
(

!

��
�
(

!

�

�(
�

Небезынтересно отметить, что радиальное
перемещение, найденное по этой формуле для
двух сосредоточенных сил и по аналогичным
формулам для любого числа сил, ровно в 4 ра-
за больше радиального перемещения в слу-
чае бесконечно длинной оболочки, нагружен-
ной такой же системой сил (- � �� 
� 	� �� � � � ).
Специально проведенные прецизионные экс-
перименты подтвердили весьма высокую точ-
ность этих формул и вышеприведенное чис-
ленное соотношение между максимальными
значениями радиального перемещения в бес-
конечно длинной и полубесконечной оболоч-
ках [1].

2. Рассмотрим цилиндрическую оболоч-
ку из трансверсально-изотропного материа-
ла, имеющего в каждой точке плоскость изо-
тропии, параллельную срединной поверхно-
сти, так что главное направление упругости,
перпендикулярное к плоскости изотропии,
совпадает с соответствующей нормалью C.
Запишем дифференциальные уравнения об-
щей теории трансверсально-изотропных обо-
лочек, являющиеся обобщением уравнений
В. З. Власова, а также приведем различные
приближенные уравнения и номера гармоник
для «склеивания» решений при использова-
нии МАС.

Система дифференциальных уравнений
относительно пяти искомых функций – трех
компонент перемещений J���  �, � ���  �,
I���  � и двух сдвиговых поперечных дефор-
маций <���  �, 7���  � — может быть преоб-
разована к классическому виду, принятому в
общей теории изотропных оболочек [7]:
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Здесь+ � &+�

�����2��
��� представляет собой
важную величину, характеризующую влия-
ние поперечных сдвигов на напряженно-де-
формированное состояние оболочки.

К системе уравнений (2.1) необходимо
присоединить систему двух дифференциаль-
ных уравнений, связывающих с перемещени-
ями искомые функции <, 7:�

��� F��
(


�
� !�(

���3
��

	�
B<

B�
�
B7

B 

�
�

�����I �
B�I

B �
�

B
J

B�

� �� F

�

B
J

B�B �
�

�

� F

�

B
�

B��B 
� �

F
BJ

B�
�
B�

B 
�I � ��

�
B�I

B �
� I

�
�

�
�� F�

��

(!�

�

�
B<

B�
�
B7

B 

�
�

� ���� F��(�

�!
, ���  � �

(2.2)

Записанная здесь система уравнений (2.1–
2.2) пригодна для решения задач о расчете
трансверсально-изотропных цилиндрических
оболочек при произвольно распределенном
по поверхности нормальном давлении ,���  �.

Рассмотрим упрощенные по критерию из-
меняемости нагрузки уравнения, которые мо-
гут давать пригодные результаты при рассмо-
трении частных задач.

В случае напряженно-деформирован-
ного состояния, отвечающего критерию
�B���B �� AA �B���B��� [4] (� — любая иско-
мая функция: перемещение, усилие, момент),
на основании (2.1) получаем следующее раз-
решающее уравнение относительно радиаль-
ного перемещенияI���  �:
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Оно является разрешающейфункцией, че-
рез которую с помощью дифференциальных
операторов выражаются все силовые и дефор-
мационные факторы в оболочке.

Напряженное состояние, удовлетворяю-
щее критерию �B���B��� AA �B���B ��, может

быть описано с помощью следующего разре-
шающего дифференциального уравнения:
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Критерию �B���B��� � �B���B �� AA
�� �, соответствующему случаю приблизитель-
но одной изменяемости напряженно-дефор-
мированного состояния в � и  направлениях,
отвечает следующая система уравнений:
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Когда изменяемость напряженного состо-
яния оболочки настолько велика, что в разре-
шающем уравнении (2.1) можно пренебречь
всеми членами его левой части по сравнению
с первым членом, содержащим самую стар-
шую производную, получаем:
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(2.6)

Таким образом, (2.3)–(2.6) — это уравне-
ния модифицированной полубезмоментной
теории, теории краевого эффекта, Власова–
Доннелла и изгибного состояния для случая
трансверсально-изотропных оболочек.

Далее, при переходе от уравнений общей
теории (2.1) к уравнениям модифицирован-
ной полубезмоментной теории (2.3) и теории
краевого эффекта (2.4), полученный ранее
критерий, основанный на обеспечении мини-
мума асимптотической погрешности, следует
признать справедливым без каких-либо заме-
чаний. Критериальное значение � при этом
определяется как число, найденное по форму-
ле �� �� �

�

�(�!� и округленное до ближай-

шего целого значения �.
Для перехода от уравнений общей тео-

рии (2.1) к (2.5) или (2.6) получаем следую-
щее численное значение номера гармоники

� �
�
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где �� � ���� � F���(�!���� .
Округленное до ближайшего целого числа

�, найденное по этой формуле, дает искомое
значение номера гармоники� � ��, обобщаю-
щее аналогичное значение вМАС теории изо-
тропных оболочек на случай оболочек транс-
версально-изотропных.

3. Ввиду сложности дифференциальных
уравнений общей теории конических оболо-
чек, получение точного решения задачи ана-
литическими методами вызывает значитель-
ные или вообще непреодолимые в настоящее
время трудности. Поэтому здесь развивает-
ся подход, основанный на применении МАС
напряженного состояния, который оказался
эффективным при решении аналогичных за-
дач для цилиндрических оболочек [1–3, 5, 12].
Существенно используются дифференциаль-
ные уравнения четвертого порядка, описыва-
ющие основное состояние и краевой эффект,
полученные в работах С. Н. Кана [9]. Тако-
го типа уравнения применялись и ранее при
решении задач о силовых и температурных
воздействиях на слабоконические оболочки.
В результате применения к ним МАС удает-
ся получить достаточно простые и точные за-
мкнутые решения.

Пусть образующая конической оболочки
имеет полубесконечную длину, а угол конус-
ности �G (рис. 3). Вдали от вершины обо-
лочка нагружена самоуравновешенной систе-
мой «(» локализованных нормальных сил � ,
равномерно распределенных в одном сечении
по дугам направляющей окружности. Ради-
ус этой окружности: ( � � ��� G 
 ��!.
Это неравенство продиктовано необходимо-
стью соблюдения гипотез теории оболочек
в зоне, прилегающей к нагрузке, т. е. вдали
от вершины конуса. Область, примыкающая
к вершине конуса, где нарушаются условия
тонкостенности, из рассмотрения опускается.
Длина одной нагруженной дуги равна *� �
� � �(�.

Нагрузку представляем тригонометриче-
ским рядом по окружной координате:

,���  � � Æ�� � ��
�$

�	�

,� ��� -� (3.1)

где ,� � �
4��-�

���-� �, ,� � '�
�4� .

Æ�� � �� — функция Дирака,  — угловая
координата.

Следуя МАС, искомые факторы от ну-
левой гармоники будем находить из урав-
нений осесимметричного краевого эффекта,
а для других гармоник используем уравне-

ния основного состояния, записанные в рабо-
те [9].

Обратимся к локальному краевому эффек-
ту, под которым понимаем быстро изменяю-
щееся напряженно-деформированное состо-
яние, возникающее непосредственно в зоне
приложения нагрузки, независимо от ее рас-
стояния до краев оболочки. Вне зоны прило-
жения сосредоточенной нагрузки (3.1) осе-
симметричное напряженно-деформирован-
ное состояние описывается однородным диф-
ференциальным уравнением [10]:
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Рис. 3

Здесь I � I��� – нормальное перемеще-
ние.

Решение уравнения (3.2) строится вформе
асимптотического ряда.

Уравнения основного состояния относят-
ся к гармоникам в разложении (7), у которых
� 
 �. Записанное относительно разрешаю-
щей функции �� � �����, оно имеет вид [9]:
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Далее, как и в случае цилиндрической обо-
лочки, нормальное перемещение I предста-
вим в виде суммы двух слагаемых, одно из ко-
торых является решением уравнений краево-
го эффекта при � � � и представляет собой
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локальный краевой эффект в зоне приложе-
ния нагрузки, а другое слагаемое суть реше-
ние для основного состояния.

В сечении оболочки � � �, где приложе-
на нагрузка, обеспечиваем выполнение усло-
вий неразрывности для решений уравнений
(3.2), (3.3) по нормальному перемещению и
его трем производным [8, 10].

Далее, складывая эти решения, для вычис-
ления нормального перемещения в середине
одного из «к» нагруженных отрезков получим
формулу:

�!

�
I �

�
�� � F������

"���� G����

��
!
��� G

�
��
�

� � -

	 ��� G ��� G

!

�
� �
�� � F������ �

�
�
"�

�-
� " �

	
�

�

��
- ��

�
� �

При действии сосредоточенных сил эта
формула существенно упрощается. Предель-
ный переход  � � � приводит к следующему
выражению:
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Положив в этой формуле ��� G � �,а ��� G �
� (�, найдем для вычисления нормально-
го перемещения под сосредоточенной силой
в бесконечно длинной цилиндрической обо-
лочке с радиусом(� � (:
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Чтобы выполнить синтез внутренних си-
ловых факторов, заменим в решениях осесим-
метричного краевого эффекта множитель ,�
на � �� �� ��� G��� и сложим с соответствую-
щими решениями основного состояния. Та-
кая операция дает удобные для проведения

расчетов формулы
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Эти компактные замкнутые формулы по-
зволяют вычислять максимальные значения
усилий и изгибающихмоментов, которые воз-
никают в слабоконической оболочке в сере-
дине нагруженных областей.

При ��� G � �� � ��� G � (� � ( из них сле-
дуют формулы:

	�
�

�
�
#

�� � F��

	 �
�
!(

� " � - �
�

�

	�
�

�
�
#

�� � F��

	 �
�
!(

� " � - �
�

�

	�
�

�
�
#

�� � F��

	 �
�
!(

�

��

�
�

F" � " � - �

�" �
�
#

��� F��

�
�

!

(
�

(3.4)

Аналогичные (3.4) формулы рекомендова-
ны для вычисления внутренних силовых фак-
торов в цилиндрических оболочках [1], где
они обобщены также на случай физически ор-
тотропных оболочек.

4. При решении различных задач тер-
моупругости оболочек часто весьма полез-
ным может оказаться использование мате-
матических аналогий между напряженно-
деформированными состояниями при сило-
вом и температурном воздействиях на обо-
лочку. Аналогии позволяют применить разра-
ботанные для случаев силового воздействия
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методы и аналитические выражения к случа-
ям воздействия температурных полей. Это в
полной мере относится к методам асимптоти-
ческого синтеза и к построенным на их основе
аналитическим выражениям.

Рассмотрим аналогию, исходя вначале из
уравнений общей теории оболочек, а затем
для уравнений различных элементарных на-
пряженных состояний. Аналогия, установ-
ленная между эффектами от силового и тем-
пературного воздействий в случае полубез-
моментной теории, обладает той «прозрачно-
стью», которая помогает выделить существо
задачи. Такой же «прозрачностью» облада-
ет, на наш взгляд, аналогия для краевого эф-
фекта при осесимметричном нормальном на-
гружении и при температуре, постоянной по
толщине. Здесь решение термоупругой зада-
чи определяется через решение при силовом
нормальном нагружениипутем умножения на
постоянный коэффициент.

Пусть на цилиндрическую оболочку дей-
ствуют три компоненты поверхностной на-
грузки — продольная ,����  �, окружная
,����  �, нормальная ,
���  �, а также темпе-
ратурное поле � � ���  �, постоянное по тол-
щине оболочки. Тогда при силовых воздей-
ствиях задачаможет быть приведена к одному
уравнению типа:

>)���  � � (����,����  � � 4 � �� �� 
 �

)����  � � �)���  � � )����  � �

� �)���  �� )
���  � � )���  � �

(4.1)

При действии температурного поля � �
���  � разрешающее уравнение суть:

>) � ���  � � �� � F������(� � ���  � � (4.2)

где �� —коэффициент линейного температур-
ного расширения.

Когда законы изменения силового и тем-
пературного полей совпадают, т. е.

� � ���  � � ���G���  � �
,����  � � ,��G���  � �

легко устанавливается связь между разре-
шающими функциями легко устанавливает-
ся связь между разрешающими функциями
)���  � и )����  �, а затем и между искомыми
факторами в оболочке [1];
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(4.3)

Здесь индексы «1», «2», «3» обозначают,
что тот или иной фактор возникает в оболоч-
ке при действии продольной (4 � �), окруж-
ной (4 � �), радиальной (4 � 
) нагрузок.

Имея соотношения математической ана-
логии (4.3), не решая термоупругую задачу
для оболочки, нетрудно записать разрешаю-
щую функцию, искомые силовые и деформа-
ционные факторы. Сделаем это для разреша-
ющей функции )����  � в случае температур-
ного поля �����  �. Имеем выражение:
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В такой же форме можно записать осталь-
ные искомые факторы.

Соотношения математической термосило-
вой аналогии (4.3) упрощаются при использо-
вании приближенных уравнений теории обо-
лочек.

Соотношения термосиловой математиче-
ской аналогии, устанавливающие прямую
дифференциальную связь между эффектами
от силового и температурного воздействий,
позволяют достаточно просто найти частные
решения, а в случае, например, бесконечно
длинной оболочки при локализованном тем-
пературном поле — и полное решение задачи
для всех искомых факторов при любом тем-
пературном поле, если имеются решения со-
ответствующих силовых задач.

В термоупругой задаче, как и в силовой,
наиболее универсальными являются первый
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и второй МАС, а получающиеся на их осно-
ве результаты решения задач рассмотренно-
го класса практически совпадают с данными
по общей теории оболочек. Второй и третий
МАСпозволяют строить решение термоупру-
гих задач в замкнутом виде, позволяющем из-
бежать суммирования бесконечных рядов [1].

Аналогично могут быть записаны и со-
отношения термосиловой аналогии при на-
личии температурного перепада по толщине
оболочки.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Излагаются основы методов аналитиче-
ского синтеза (МАС) напряженного состо-
яния (НС) оболочек вращения и построе-
ние аналитических решений уравнений. По-
казано, что в случае силового воздействия на
конические и цилиндрические оболочки мо-
гут быть получены аналитические выражения
или простые формулы в замкнутом виде.

Записаны дифференциальные уравнения
общей теории трансверсально-изотропных
оболочек как обобщения уравнения В. З. Вла-
сова, а также приведены приближенные урав-
нения и номера гармоник для «склеивания»
решений при использованииМАС.

Приводятся соотношения термосиловой
аналогии, позволяющие перейти к решени-
ям термоупругих от решений силовых за-
дач, устанавливающие прямую дифференци-
альную связь между эффектами силового и
температурного воздействий.
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