
 

МАТЕ МАТ ИЧЕ СКО Е МОДЕ Л ИРОВ А НИЕ ,  ЧИ С ЛЕ НН Ы Е М ЕТОДЫ …  

Уфа : УГАТУ, 2011 Т. 15, № 5 (45).  С. 73–77

УДК 532.783 

Ю. А .  Е ни кее в,  Н .  Г .  Ми г рано в  

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ МАЛЫХ ДЕФОРМАЦИЙ ПОЛЯ  
ДИРЕКТОРА НЕМАТИКА В ДВУМЕРНЫХ ЯЧЕЙКАХ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 

Получена математическая модель, позволяющая исследовать переориентацию директора нематического жидкого кристалла 
(НЖК) в двумерной ячейке под действием внешнего электрического поля и процесс релаксации структуры директора при рез-
ком выключении искажающего поля. Показана зависимость вида возникающей деформации от таких параметров модели, как 
величина приложенного поля E и энергия сцепления директора НЖК с поверхностью ячейки wy, wz. Представлен процесс ре-
лаксации искажения при wy, wz → ∞. Нематический жидкий кристалл; переориентация директора; гомеотропная ориента-
ция; объемная вязкость; поверхностная вязкость; релаксация искажения  

 
 

    
ВВЕДЕНИЕ 

Динамическое описание деформаций, вы-
званных внешним полем в нематическом образ-
це, или иными словами, релаксации вызванной 
деформации, когда искажающее поле выключа-
ется – фундаментально важная задача для тех-
нологии ЖК дисплеев [1]. Данная работа по-
священа рассмотрению деформации поля ди-
ректора во внешних электрических полях 
и процесса релаксации этой деформации при 
мгновенном выключении искажающего поля. 
Математическое описание предложенной моде-
ли включает как объемные, так и поверхност-
ные свойства ЖК.  

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Для начала рассмотрим образец в виде  
ячейки МББА длиной a толщиной b (рис. 1). 
Для описания модели используется  декартова 
система координат, где ось Oz перпендикулярна 
ограничивающим поверхностям, находящимся 
на z = ± a/2, а ось Oy направлена вдоль них. 

  

 
Рис. 1. Модель рассматриваемой ячейки 

НЖК  
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Как предполагается, в нематике возникают 
деформации только продольного и поперечного 
изгиба и находятся в плоскости, обозначаемой 
(xz) [2]. Угол между директором нематика 
и осью z, так называемый угол наклона, обозна-
чен как φ. В двумерной постановке задачи φ = 
= φ(y, z). Искажение нематика минимизирует 
полную энергию на единицу поверхности, пред-
ставленную в виде  

),()()()(

),;,//,())((

44332211

2/

2/

2/

2/

ϕ+ϕ+ϕ+ϕ+

+ϕϕϕ=ϕ ∫ ∫
−

gggg

dzzydzdyddfzF
a

a

b

b
   (1) 

где φ1 = φ(-a/2), φ2 = φ(a/2), φ3 = φ(-b/2), φ4= 
= φ(b/2). В уравнении (1) f(φ, dφ/dz, dφ/dy; y, z) – 
плотность объемной энергии, содержащая сла-
гаемые, описывающие энергию взаимодействия 
НЖК с искажающим полем и упругую энергию 
Франка. Другие слагаемые, обозначенные 
g1(φ1)…g4(φ4), описывают поверхностный вклад 
в полную энергию. В дальнейшем ограничим 
рассуждения симметричным случаем: g1 = g2,  
g3 = g4, и, следовательно, φ(y, z) = φ(-y, -z). Тогда 
достаточно рассмотреть задачу при –a/2 ≤ y ≤ 0, 
–b/2 ≤ z ≤ 0. 
В этом случае условием минимума энергии 

будет [3] 
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с граничными условиями [4]  

,0
)/(

2
1

1 =








ϕ
+

∂ϕ∂
∂−

−= a
y

d

dg

yd

f
          (3a) 

.0
)/(

2
3

3 =








ϕ
+

∂
∂−

−= b
z

d

dg

dzdf

f
         (3b) 

 



 
МАТЕ МАТ ИЧЕ СКО Е МОДЕ Л ИРОВ А НИЕ ,  ЧИ С ЛЕ НН Ы Е М ЕТОДЫ …  74 

Так как стабильное состояние нематика ми-
нимизирует эту энергию, то угол наклона φ = 
= φ(y, z), описывающий установившуюся де-
формацию, является решением уравнения (2) 
с граничными условиями (3). 
Основное уравнение для объема НЖК, опи-

сывающее релаксацию деформации  
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которое должно быть решено с граничными ус-
ловиями [1] 
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Нас интересует картина данного искажения, 
вызванная в НЖК внешним полем, а также его 
релаксация, когда это поле выключено. 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ 

Для начала рассмотрим случай, когда НЖК 
планарно ориентирован в отсутствие внешнего 
поля. Диэлектрическая анизотропия εa' предпо-
лагается положительной, то есть электрическое 
поле, параллельное оси Oz, может искажать 
первоначальную планарную ориентацию. Далее 
рассмотрим случай одноконстантного прибли-
жения, которое является общепринятым при-
ближением для качественной оценки результа-
тов и значительно упрощает решаемые уравне-
ния. При наличии внешнего электрического по-
ля объемная плотность энергии равна  
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а поверхностная энергия имеет вид потенциала 
Рапини [5] 
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Рассмотрим деформацию, вызванную по-
стоянным электрическим полем. Обозначим для 
этого случая φ = φ0, который находится из диф-
ференциального уравнения в частных произ-
водных 
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удовлетворяющего граничным условиям 
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Рассмотрим случай малой деформации, т. е. 
положим (sin(φ0) ≈ φ0). Тогда уравнение (8) 
примет вид  
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а граничные условия (9) 
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Рассмотрим случай a = b. Перепишем урав-
нения (10) и (11) в безразмерных переменных. 
Примем k = k'k0, z = z'a, E = E'E0, w= 
 = w'w0, тогда (15a) примет вид 

,0
4

1
0

2
0

2
2
0

2

2
0

2

2
0 =ϕ′ε

π
+













′
ϕ+

′
ϕ′

EE
zd

d

yd

d

a

kk
a  

или 

.0
4 0

0

222
0

2
0

2

2
0

2

=ϕ
′π

′ε+
′
ϕ+

′
ϕ

kk

EaE

zd

d

yd

d a      (10a) 

Примем w0 = 10-4 Дж/м2 = 0,1 эрг/см2 [6]. 
Значения E0, k0 и a подберем так, чтобы 

1
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aE . Для МББА при 220 k0 = 8·10-7 дин, 

толщину ячейки примем a = 0,01 см, тогда 

a

k
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=  ≈ 0,317 единиц СГС (95,2 В/см). 

Тогда (10a) можно переписать в виде 
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Граничное условие (11a) перепишется в ви-
де  
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Учитывая, что 
0

0

k

aw y = 1000, перепишем по-

следнее выражение в виде 
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Аналогично условие (11b) перепишется как 

.0
1000

2

1
0

0 =






 ϕ
′

′
+

′
ϕ−

−=′z

z

k

w

zd

d
       (12b) 

Общее решение уравнения (10b) имеет вид 
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Полученное решение должно удовлетворять 
следующим требованиям: 

• оно должно быть четно по z и y, поэтому 
в (13) используется |z| и cos(y); 

• для малых углов полагаем sin(φ0) ≈ φ0. 
Перепишем это условие в виде  

φ0 – sin(φ0) ≤ δ,                        (14) 

где δ – сколь угодно малая величина. Очевидно, 
что C1 = φmax(z), отсюда условие (17) можно пе-
реписать в виде  

 C1 – sin(C1) ≤ δ.  (14a) 

Отсюда можно приблизительно определить 
постоянную C1. Для наглядности предлагаемых 
расчетов примем δ = 0,01, тогда значение C1 со-
ставит 0,392493389. В дальнейшем примем C1 = 
= 0,4; 

• функция φ0 должна удовлетворять гра-
ничным условиям, из которых получаем 
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E
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Теперь рассмотрим процесс релаксации воз-
никающей деформации. Считая, что искажаю-
щее поле исчезает достаточно быстро, мы при-
ходим к уравнению в частных производных, 

которому удовлетворяет угол, характеризую-
щий деформацию в НЖК  
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Перейдем в этом уравнении к безразмерным 
переменным 
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Граничные условия (5) для данного уравне-
ния запишутся в виде  
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Перейдя в (16) к безразмерным переменным, 
получим: 
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где 
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a
t [7]. 

Уравнение (15) принадлежит к типу уравне-
ний теплопроводности (диффузии), а оно имеет 
общее решение, которое записывается в виде  
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Рассмотрим случай бесконечно сильного 
сцепления директора НЖК с поверхностями 
ячейки. Тогда граничные условия примут вид 

,0
2

1 =ϕ −=′y
  (18a) 

,0
2

1 =ϕ −=′z
  (18a) 

откуда 

π−π=α nn 2 , n = 1,2,…, ∞,       (19a) 

π−π=β nn 2 , n = 1,2,…, ∞.       (19b) 

Решение φ(y',z',t') (как и решение φ0(y',z') для 
стационарной деформации) должно удовлетво-
рять нескольким условиям, а именно: 
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• решение должно быть четным
поэтому в выражении (17) используется
функция косинуса;  

• в начальный момент времени
выполняться равенство ϕ
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Выражение (18) есть не что иное
ложение функции φ0(y',z') в неполный
рье (разложение по косинусам), отсюда
определить Ci,j. Из теории рядов Фурье
что 
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торая малая величина; 
• должно выполняться равенство

z', t')) ≈ φ(y', z', t'). Оно выполняется
≤ φ(y', z', t') ≤ φmax. Так как происходит
релаксации деформации, то φ(y', z
а φ0(y', z') ≤ φmax. Отсюда следует, что
удовлетворяет данному условию; 

• решение должно удовлетворять
ным условиям (18). 

ПРИЛОЖЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТ

Рассмотрим вид возникающей
и его зависимость от основных параметров
дели: величины приложенного поля
сцепления директора НЖК с поверхностями
ячейки (рис. 2–4). 

 

Рис.2. Распределение угла поворота
директора при E' = 10, εa = 0,1, 

k' = 1, wy = 0,1, wz = 0,01
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есть не что иное, как раз-
в неполный ряд Фу-

косинусам), отсюда можно 
теории рядов Фурье следует, 
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также записать в виде 
, где ξ – неко-

выполняться равенство sin(φ(y', 
выполняется, если 0 ≤ 
как происходит процесс 

z', t') ≤ φ0(y', z'), 
Отсюда следует, что φ(y', z', t') 

 

удовлетворять гранич-

РЕЗУЛЬТАТОВ 

возникающей деформации 
основных параметров мо-

приложенного поля и энергии 
НЖК с поверхностями 

 
Распределение угла поворота 

= 0,1,  
01 

Рис. 3. Распределение
директора при E' = 10, 

wy = 0,1, 

Рис.4. Поле директора
при E' = 10, εa = 0,1, k' = 1, 

Теперь рассмотрим процесс
кажения поля директора. Размеры
= b = 0,01 см.  Параметр
= 0,01, k' = 1, εа = 0,1, ηb = 
[1], E' = 10, при m = n = 50.
Процесс релаксации можно

двумя основными путями 
деление угла поворота по
в различные значения времени
рию полей директора для различных
времени. В рассматриваемом
сцепления более подходящим
путь (рис. 5). 
 

 
МАТЕ МАТ ИЧЕ СКО Е МОДЕ Л ИРОВ А НИЕ ,  ЧИ С ЛЕ НН Ы Е М ЕТОДЫ …  

 

Распределение угла поворота 
' = 10, εa = 0,1, k' = 1,  

wz = 1 

 

Поле директора в ячейке  
= 1, wy = 0,1, wz = 0,01 

ассмотрим процесс релаксации ис-
. Размеры ячейки a = 

раметры НЖК: wy' = 1, wz' = 
= 0,76 пуаз,  ηs = 1 пуаз 

= 50. 
релаксации можно визуализовать 

основными путями – представить распре-
поворота по толщине ячейки 

значения времени и построить се-
директора для различных моментов 
ассматриваемом случае жесткого 
подходящим является первый 
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б 
 

 
в 

Рис. 5. Релаксация искажения
а – t' = 0; б – t' = 0,002; в – t' 
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Релаксация искажения:  
 = 0,004 

ВЫВОДЫ

В данной работе предложена
сации малых деформаций
в двумерной ячейке нематического
кристалла с одинаковым сцеплением
воположных границах. Задача
в приближении малых углов
Предложенная математическая

в случае достаточно сильного
сцепления на всех поверхностях
никновение сложных периодических
вдоль оси Oy.  
Полученные результаты

щены на случай гомеотропной
ректора с отрицательной 
трической постоянной НЖК
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ВЫВОДЫ 

предложена модель релак-
деформаций поля директора 

ячейке нематического жидкого 
одинаковым сцеплением на проти-

Задача рассматривалась 
малых углов: sin(φ) ≈ φ. 

Предложенная математическая модель 
достаточно сильного поля и сильного 

всех поверхностях допускает воз-
сложных периодических структур 

результаты могут быть обоб-
гомеотропной ориентации ди-

отрицательной анизотропией диэлек-
НЖК. 
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