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ЯВНЫЙ ВИД РЕШЕНИЯ ЛИНЕАРИЗОВАННОГО ТРЕХМЕРНОГО  
УРАВНЕНИЯ ЛИНЯ–РЕЙССНЕРА–ЦЗЯНА С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

Для линейного дифференциального уравнения в частных производных, моделирующего нестационарные малые возмущения в 
трансзвуковом пространственном потоке газа, получен явный вид решения задачи Коши и начально-краевых задач в полупро-
странстве и пространственном слое сведением их к решению соответствующих абстрактных задач в банаховом пространстве. 
Уравнение Линя–Рейсснера–Цзяна; сильно непрерывные полугруппы операторов  

 
 

 
Рассмотрим в области (x, y, z) ∈ R3, 0 < t ≤ 

≤ T< +∞, дифференциальное уравнение в част-
ных производных с постоянными коэффициен-
тами, являющееся линеаризацией уравнения 
Линя–Рейсснера–Цзяна [1, 2], моделирующего 
нестационарные малые возмущения в трансзву-
ковом пространственном потоке газа,  

fuuaukuu zzyyxxxxt ++=++ ,       (1) 

в котором k, a – числовые параметры; искомая 
функция u = u(x, y, z, t) – потенциал поля скоро-
стей, а заданная функция f = f(x, y, z, t) – пред-
ставляет внешние массовые силы. 

Наша цель – получить для уравнения (1) яв-
ный вид решения задачи Коши и начально-
краевых задач в полупространстве z ≥ 0 и про-
странственном слое 0 ≤ z ≤ l < +∞. 

1. ЗАДАЧА КОШИ  

Будем предполагать, что начальное данное 
φ: 

),,(
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zyxu
t

ϕ== ,                    (2) 

искомое классическое решение u и свободный 
член f уравнения (1), для всех значений «пара-
метров» – (y, z, t) ∈ R3 × [0, T], по «пространст-
венной» переменной x ∈ R1 принадлежат бана-
хову пространству C[–∞, +∞] непрерывных 
функций ψ = ψ(x), для которых существуют 
пределы при x → ±∞ и норма которого опреде-
ляется по формуле 

C
Rx

C
xxx )()(sup)(

1],[
ψ≡ψ=ψ

∈
+∞−∞ . 

В пространстве C[–∞, +∞] дифференциаль-
ный оператор –d/dx с областью определения 

{ :],[)()( +∞−∞∈ψ= CxdxdD  }],[)( +∞−∞∈ψ′ Cx  
является ([3], с. 670) производящим оператором 
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сжимающей сильно непрерывной полугруппы 
U(t; –d/dx) класса C0 правых сдвигов 

)()();( txxdxdtU −ψ=ψ− .            (3) 

Представим уравнение (1) в виде 
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Введем в рассмотрение два линейных замк-
нутых оператора: A = aI + kd/dx, где I – тождест-
венный оператор, и B = d/dx, с областями опре-
деления == )()( BDAD D(d/dx). Тогда уравне-
ние (4) запишется в пространстве C[–∞, +∞] 
в виде абстрактного дифференциального урав-
нения 

fuuuAuB zzyyt
~~~)~~( ++=+ ,            (5) 

где ),,,(),,(:~ tzyxutzyu →  – искомая, 

а ),,,(),,(:
~

tzyxftzyf →  – заданная функции, 

определенные в области (y, z, t) ∈ R2 × [0, T] и со 
значениями в C[–∞, +∞]. Для уравнения (5) на-
чальное условие (2) перепишется в виде 
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здесь ),,(),(:~ zyxzy ϕ→ϕ  – заданная функция, 

определенная для (y, z) ∈ R2 и со значениями 
в пространстве C[–∞, +∞]. 

Оператор –B является производящим опера-
тором сильно непрерывной полугруппы U(t; –B) 
класса C0 с нулевым типом ([4], с. 58): ||U(t;       
–B)|| = ||U(t; –d/dx)|| = 1, t ≥ 0, а оператор –A по-
рождает сильно непрерывную полугруппу 

)()();( ktxexAtU at −ψ=ψ− −           (7) 

класса C0, для нормы которой справедлива 
оценка ||U(t; –A)|| ≤ e–at, t ≥ 0. Очевидно, что по-
лугруппы U(t; –A) и U(t; –B) коммутируют меж-
ду собой. 

Решение в банаховом пространстве E абст-
рактной задачи Коши (5), (6), в которой опера-
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торы –B, –A являются производящими операто-
рами коммутирующих сильно непрерывных по-
лугрупп класса C0, типы которых соответствен-
но равны –β ≤ 0, α и, значит, для норм справед-

ливы оценки tMeBtU β−≤− );( , 
tNeAtU α≤− );( , где M, N – некоторые положи-

тельные постоянные, найденные в [5]. 
Чтобы упростить формулировку условий 

разрешимости рассматриваемых в статье абст-
рактных задач, обозначим через Ev, v > 0, под-
множество банахова пространства E, для эле-
ментов e которого справедлива оценка 

)();( τω≤−τ eE
eBU , ν∈ Ee , 0>ν , 0≥τ , 

где непрерывная функция – мажоранта ωe(τ) 
принадлежит

∗  L1,v–1. Введем еще одно обозначе-
ние: для функции ψ(s, t) со значениями в бана-
ховом пространстве E будем писать ψ(s, t) ∈ 
∈ CEv, если ψ(s, t) непрерывна в области зада-
ния и удовлетворяет оценке 

)()(),();(sup τσϑ≤ψ−τ ttsBU
E

s
, 

где ϑ(t), σ(τ) – непрерывные функции, причем 
σ(τ) ∈ L1,v–1. Если  ψ(s, t) не зависит от перемен-
ной t , то полагаем ϑ(t) ≡ 1. Если функция ψ(s, t) 
постоянная, т. е. ψ(s, t), то принадлежность ее 
CEv означает, что e ∈ Ev. 

Возвращаясь к рассмотрению абстрактной 
задачи Коши (5), (6), имеем: если начальное 
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то, согласно [5], решение задачи Коши (5), 
(6) дается формулой 

                                                 
∗ ρ,1L   – пространство функций, абсолютно интегри-

руемых на полуоси [,0[1 +∞=+R  с весом :ρτ  
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и для него справедлива оценка нормы 
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в которой функции ω = ω(τ), λ = λ(τ), τ ≥ 0; γ = 
= γ(t), t ≥ 0, определяются из неравенств 
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Ставя цель переформулировать это утвер-
ждение для задачи Коши (1), (2), заметим, что 

типы полугрупп, порождаемых операторами 
–A, –B, удовлетворяют равенствам α = –a, β = 0, 
причем для постоянных N, M из оценок этих 
полугрупп выполняются равенства N = M = = 1; 

для выполнения условий (а1) достаточно, 
чтобы начальное данное φ имело непрерывные 
частные производные по переменной x до 
третьего порядка включительно, а свободный 
член f – непрерывные частные производные по 
переменным x, y, z и непрерывные смешанные 
частные производные по переменным x, y и x, z, 
принадлежащие пространству C[–∞; +∞]; 

 для выполнения условий (б1) достаточно, 
чтобы выполнялись оценки 
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(10) 

где непрерывные функции ω(τ), Ω(τ) из про-
странств L1,0, L1,1 соответственно; и 
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в которых γ(t), t ∈ [0, T]; λ(τ) ∈ L1,0, Λ(τ) ∈  L1,1/2, 
τ ≥ 0 – непрерывные функции. 

С учетом формул (3), (7), решение (8) задачи 
Коши (5), (6) в пространстве C[–∞, +∞] запи-
шется в явном виде 
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Для решения (12), используя неравенство (9) 
и значения α, N, выводим оценку 
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Таким образом, имеет место теорема. 
Теорема 1. Пусть в задаче Коши (1), (2) на-

чальное данное φ(x, y, z) удовлетворяет услови-
ям (10), а свободный член f(x, y, z, t) – условиям 
(11), тогда единственное решение этой задачи 
в пространстве C[–∞; +∞] дается формулой 
(12) и для него справедлива оценка (13). 

2. НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

Рассмотрим трансзвуковой поток газа вбли-
зи одной из горизонтальных границ среды – 
плоскости z = 0, полагая, что влияние других 
границ еще не сказалось или же несущественно, 
т.е. для уравнения в частных производных (1), 
которое рассматривается в этом случае в облас-

ти ),,,( tzyx  ∈ ],0]3 TR ×+ , 123
++ ×= RRR , 

[,0]1 +∞=+R , кроме начального данного (2), оп-

ределенного в области 123),,( ++ ×=∈ RRRzyx , 
задано и краевое условие 
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для которых выполняется естественное условие 
согласования 

)0,,()0,,( yxyx µ=ϕ , 2),( Ryx ∈ . 

Предположим, что начальное данное φ, гра-
ничное значение µ, свободный член f уравнения 
(1) и классическое решение u начально-краевой 
задачи (1), (2), (14) для всех точек 

],0[),,( 2 TRtzy ×∈ + , 112
++ ×= RRR , по перемен-

ной 1Rx∈ принадлежат пространству C[–∞, 
+∞]. 

Начально-краевая задача (1), (2), (14) явля-
ется частным случаем абстрактной смешанной 
задачи в банаховом пространстве E для уравне-

ния (5) в области ∈),,( tzy ],0]2 TR ×+ , 
112
++ ×= RRR . Для этого уравнения в банаховом 

пространстве E задаются начальное данное (6) 

в области 2),( +∈ Rzy  и краевое условие 
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где ),,(),(:~ tyxty µ→µ  – заданная функция, оп-

ределенная в области (y, t) ∈ R1 × [0, T] и со зна-
чениями в C[–∞, +∞], для которых выполняется 
условие согласования )0,(~)0,(~ yy µ=ϕ . 

Пусть начальное данное ),(~ zyϕ , 2),( +∈ Rzy , 

краевое условие ),(~ tyµ , (y, t) ∈ R1 × [0, T], 

и свободный член ),,(
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tzyf  удовлетворяют сле-
дующим требованиям: 
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тогда, согласно [6], единственное решение 
смешанной задачи (5), (6), (15) дается формулой 
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и для его нормы справедлива оценка 
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в которой функции ω = ω(τ), ρ = ρ(τ), λ = λ(τ), τ ≥ 
0; χ = χ(t), γ = γ(t), t ≥ 0, определяются из нера-
венств 
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Для выполнения в пространстве C[–∞, +∞]  
условия (а2) достаточно, чтобы начальное дан-
ное φ и граничное условие µ имели непрерыв-
ные частные производные по переменной x до 
третьего порядка включительно, а свободный 
член f – непрерывные частные производные по 
переменным x, y, z и непрерывные смешанные 
частные производные по переменным x, y и x, z, 
принадлежащие пространству C[–∞, +∞]. 

Для выполнения условий (б2) достаточно, 
чтобы выполнялись оценки 
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где непрерывные функции ω(τ), Ω(τ) из про-
странств L1,0, L1,1 соответственно;  
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здесь непрерывные функции ρ(τ), )(τρ , P(τ) из 
пространств L1,0, L1,4, L1,2 соответственно;  
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в которых γ(t), t ∈ [0, T]; λ(τ) ∈ L1,0, Λ(τ) ∈  L1,1/2, 
τ ≥ 0; – непрерывные функции. 

Теперь решение (16) смешанной задачи (5), 
(6), (15) запишется, в силу представлений полу-
групп (3), (7), в пространстве C[–∞, +∞]  в явном 
виде 
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Для решения (21), используя неравенство 
(17) и значения α, N, M, выводим оценку 
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Таким образом, имеет место теорема. 
Теорема 2. Пусть в начально-краевой зада-

че (1), (2), (14) начальное данное φ(x, y, z), крае-
вое условие µ(x, y, t) и свободный член f(x, y, z, t) 
удовлетворяют соответственно условиям 
(18)–(20), тогда единственное решение этой 
задачи в пространстве C[–∞, +∞] дается фор-
мулой (21) и для него справедлива оценка (22). 

3. НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА 
В ПРОСТРАНСТВЕННОМ СЛОЕ 

Рассмотрим трансзвуковой поток газа в про-
странственном слое, границами которого явля-
ются две горизонтальные плоскости, удаленные 
друг от друга на расстояние l. 

Пусть задан потенциал поля скоростей            
µ0(x, y, t) и µl(x, y, t) на этих плоскостях z = 0 
и z = 1 соответственно, т.е. для уравнения в ча-
стных производных (1), которое рассматривает-
ся в этом случае в области (x, y, z, t) ∈ R2 
×]0,l[×]0,T], кроме начального данного (2), оп-
ределенного в области (x, y, z) ∈ R2×[0, l] заданы 
и краевые условия 
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 (23) 

подчиняющиеся требованиям согласования  

)0,,()0,,( 0 yxyx µ=ϕ , 

)0,,(),,( yxlyx lµ=ϕ , 2),( Ryx ∈ . 

Будем предполагать, что начальное данное 
φ, краевые значения µ0, µl, свободный член f 
и классическое решение u уравнения (1) в этом 
случае, для всех (y, z, t) ∈ R1 × [0, l]×]0,T] по пе-
ременной x ∈ R принадлежат банахову про-
странству C[–∞, +∞]. 

В [7] найдено решение смешанной задачи 
в банаховом пространстве E для абстрактного 
уравнения (5) в области (y, z, t) ∈ R1 ×]0, 
l[×]0,T]. Для этого уравнения в пространстве E 
задаются начальное данное (6) в области (y, z) ∈ 
R1 × [0, l] и краевые условия 
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где 
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заданные функции, определенные в области (y, 
t) ∈ R1 × [0, T] и со значениями в C[–∞, +∞], для 
которых справедливы требования согласования 

)0,(~)0,(~
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Пусть начальное данное ),(~ zyϕ , 
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тогда, согласно [7], единственное решение 
смешанной задачи (5), (6), (24) дается формулой 
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и для его нормы справедлива оценка 
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в которой функции ω = ω(τ), ρ = ρ(τ), λ = λ(τ), 
τ ≥ 0; χ = χ(t), γ = γ(t), t ≥ 0, определяются из не-
равенств 
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Для выполнения в пространстве C[–∞, +∞]  
условия (а3) достаточно, чтобы начальное дан-
ное φ и граничные условия µi, i = 0, l, имели не-
прерывные частные производные по перемен-
ной x до третьего порядка включительно, а сво-
бодный член f – непрерывные частные произ-
водные по переменным x, y, z и непрерывные 
смешанные частные производные по перемен-
ным x, y и x, z, принадлежащие пространству 
C[–∞, +∞].  

Для выполнения условий (б3) достаточно, 
чтобы выполнялись оценки 
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где непрерывные функции ω(τ), Ω(τ) из про-
странств L1,0, L1,1 соответственно; 
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здесь непрерывные функции )(τρ , )(τρ , )(τP , 
из пространств L1,1/2, L1,4, L1,2 соответственно;  
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в которых γ(t), t ∈ [0, T]; λ(τ) ∈ L1,1/2, τ ≥ 0 – не-
прерывные функции. 

Теперь решение (25) смешанной задачи (5), 
(6), (24) запишется, в силу представлений полу-
групп (3), (7), в пространстве C[–∞, +∞], в явном 
виде 
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(30) 
Для решения (30), используя неравенство 

(26) и значения α, N, M, выводим оценку 
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(31) 

Таким образом, имеет место теорема. 
Теорема 3. Пусть в начально-краевой зада-

че (1), (2), (23) начальное данное φ(x, y, z), гра-
ничные условия µi(x, y, t), i = 0, l, и свободный 
член f(x, y, z, t) удовлетворяют соответственно 
условиям (27)–(29), тогда единственное реше-
ние этой задачи в пространстве C[–∞, +∞]  
дается формулой (30) и для него справедлива 
оценка (31). 
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