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ABSTRACT
In this paper we investigate the possibility of existence of different types of localized excitations in a 
nonlinear body-centered cubic (BCC) lattice, called discrete breathers. The interactions between the 
lattice particles are described by the β-FPUT potential, and interactions up to the fourth neighbors 
are taken into account. The consideration of long-range forces is justified by the fact that they are 
realized, for example, for interatomic interactions in metals and ionic crystals. Recently it has been 
shown that a special class of exact solutions of the equations of motion of lattice particles having 
frequencies outside the phonon spectrum can serve to search for discrete breathers. Such exact 
solutions are found from lattice symmetry analysis and are called bushes of nonlinear normal modes 
or delocalized nonlinear vibrational modes (DNVMs). In this paper, three groups of DNVMs of the 
BCC lattice with wave vectors at the Brillouin zone boundary are found, which can have frequencies 
above the phonon spectrum over the whole range of vibrational amplitudes. Discrete breathers can 
be obtained by imposing localizing functions on such DNVMs. Some of the DNVMs can have 
frequencies above the phonon spectrum only if the long-range interactions are taken into account. 
The presented results are important in discussing the role of discrete breathers in the formation of 
macroscopic properties of crystals.
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Введение
Нелинейные решетки допускают точные 

динамические решения в виде делокали-
зованных нелинейных колебательных мод 
(ДНКМ). Такие решения могут быть полу-
чены с учетом только пространственной 
группы симметрии решетки [1–5] и, таким 
образом, существуют для любого типа межа-
томных взаимодействий даже при больших 
амплитудах.

ДНКМ хорошо изучены для нелинейных 
цепочек [2–6]. Большинство ДНКМ являют-
ся стоячими волнами, но волна с тремя ча-
стицами на период является бегущей волной 
[7], которая связана с локализованными дви-
жущимися возбуждениями с «магическим» 
волновым числом [8–10]. 

ДНКМ с n степенями свободы представ-
ляет собой n-компонентную колебатель-
ную моду; однокомпонентные ДНКМ фак-

тически являются модами Розенберга [11]. 
Одно- и двухкомпонентные ДНКМ в цепоч-
ке частиц были описаны в работе [7]. ДНКМ  
в двумерной решетке с симметрией решетки 
графена были рассмотрены авторами рабо-
ты [12]. Одно- и двухкомпонентные ДНКМ  
в треугольной решетке были изучены в [13], 
а однокомпонентные ДНКМ – в квадрат-
ной решетке в [14]. Недавно были изучены 
ДНКМ в трехмерных решетках, включая ал-
мазную [1], простую кубическую [15], ГЦК 
[16, 17] и ОЦК [18, 19] решетки. В большин-
стве случаев ДНКМ изучаются в решетках  
с ближайшими взаимодействиями или с уче-
том первых и вторых соседей, например, для 
квадратной решетки, поскольку эта решетка 
неустойчива, если не задействованы связи со 
вторыми соседями. Существует тесная связь 
между ДНКМ и пространственно локализо-
ванными нелинейными колебательными мо-
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АННОТАЦИЯ
В этой статье исследуется возможность существования различных типов локализованных воз-
буждений в нелинейной объемно-центрированной кубической (ОЦК) решетке, называемых 
дискретными бризерами. Взаимодействия между частицами решетки описываются β-ФПУЦ 
потенциалом, при этом учитываются взаимодействия вплоть до четвертых соседей. Рассмо-
трение дальнодействующих сил оправдано тем, что они реализуются, например, для межатом-
ных взаимодействий в металлах и ионных кристаллах. Недавно было показано, что особый 
класс точных решений уравнений движения частиц решетки, имеющих частоты вне фононно-
го спектра, может служить для поиска дискретных бризеров. Такие точные решения находятся 
из анализа симметрии решетки и называются бушами нелинейных нормальных мод или де-
локализованными нелинейными колебательными модами (ДНКМ). В данной работе найдены 
три группы ДНКМ ОЦК решетки с волновыми векторами на границе зоны Бриллюэна, кото-
рые могут иметь частоты выше фононного спектра во всем диапазоне амплитуд колебаний. 
Дискретные бризеры могут быть получены путем наложения локализующих функций на такие 
ДНКМ. Некоторые из ДНКМ могут иметь частоты выше фононного спектра только при учете 
дальнодействия. Представленные результаты важны при обсуждении роли дискретных бризе-
ров в формировании макроскопических свойств кристаллов.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА 
Делокализованные нелинейные колебательные моды; фононный спектр; дискретные бризеры.
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дами, называемыми дискретными бризерами 
[20–27]. 

ДНКМ можно эффективно использовать 
для проверки точности межатомных потен-
циалов [26, 27], и при решении этой задачи 
для металлов необходимо учитывать дально-
действующие взаимодействия. Это следует 
из природы металлических связей, посколь-
ку внешняя электронная оболочка атомов 
металла перекрывается с большим числом 
соседних атомов. 

Дисперсионные кривые для фононов 
очень информативны для характеристики 
динамики решетки, и многие исследования 
были проведены для ОЦК металлов. Дис-
персионные кривые часто используются 
для проверки и подгонки межатомных по-
тенциалов (см., например, работы [28, 29], 
посвященные щелочным ОЦК металлам Li, 
Na, K, Rb и Cs, а также работу [30], посвя-
щенную переходным ОЦК металлам Cr, Fe, 
Mo, Nb, Ta, V и W). Упругая анизотропия и 
зависимость дисперсии фононов от темпера-
туры для ОЦК Fe и W были изучены с по-
мощью моделирования молекулярной дина-
мики [31]. Первопринципное исследование 
фононных спектров для сильно сжатого Sb 
показало, что стабильность ОЦК структуры 
увеличивается с ростом давления [32]. Вы-
бор межатомных потенциалов для моделиро-
вания метастабильного ОЦК-полиморфа Mg 
с учетом дисперсионных кривых фононов и 
других свойств обсуждался в [33]. Модели-
рование молекулярной динамики с исполь-
зованием потенциала машинного обучения 
проведено для высокотемпературной ОЦК-
фазы циркония [34]. Ab initio исследование 
дисперсионных кривых переходных метал-
лов с ОЦК решеткой (ванадий и ниобий) по-
казало важность рассмотрения суперячейки 
достаточно большого размера [35].

Ввиду упомянутого выше интереса к дис-
персии фононов ОЦК решетки в металлах, в 
данной работе аналитически выводится дис-
персионное соотношение фононов для ОЦК 

решетки с учетом взаимодействий до четвер-
того соседа. Затем описываются три группы 
ДНКМ, которые могут иметь частоты выше 
фононного спектра во всем интервале ам-
плитуд колебаний, приводятся их волновые 
векторы, и аналитически вычисляется часто-
та в пределе малых амплитуд. 

В целом данная работа направлена на 
установление влияния дискретных бризе-
ров на макроскопические свойства кристал-
лов, в частности, с ОЦК решеткой. Решение 
данной задачи невозможно без установления 
всех возможных типов дискретных бризеров 
в кристалле. 

1. Модель ОЦК решетки

Анализируется трехмерная ОЦК решетка 
со взаимодействием до четвертого ближай-
шего соседа, см. рис. 1, а. Параметр решет-
ки равен h; векторы, задающие примитив-
ную трансляционную ячейку решетки, это 
e1=(h,0,0), e2=(0,h,0), и e3=(h/2,h/2,h/2). Тогда 
радиус-векторы точек решетки имеют вид:

ξi,j,k=ie1 + je2+ ke3,                  (1)

где i, j и k – целые числа.
Смещение частицы i,j,k из своего 

решеточного положения определяются 
вектором δi,j,k=ui,j,k,vi,j,k,wi,j,k. Таким образом, 
радиус-вектор этой частицы в момент 
времени t становится ri,j,k= ξi,j,k + δi,j,k (t).

Частицы взаимодействуют посредством 
межатомного потенциала β-Ферми-Паста-
Улама-Цингоу (β-ФПУЦ)

ϕ l(r) = (cl /2)(r–al)2 + (βl/4)(r–al)4,  l=1,...,4, (2)

где r – межчастичное расстояние; радиусы 
первых четырех координационных сфер рав-

ны a1= 3 h/2, a2=h, a3= 2 h и a4= 11 h/2;  
cl и bl – коэффициенты линейной и нелиней-
ной жесткости, соответственно. В качестве 
единицы длины используется параметр ре-
шетки, h=1, а c1=1 фиксируется путем выбо-
ра единиц энергии. 

11
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Рис. 1. (а) ОЦК решетка с параметром решетки h. Примитивная трансляционная ячейка решетки задается 
векторами e1, e2 и e3 (выделены пурпурным цветом). Радиус-векторы первого, второго, третьего и четвертого 

соседей частицы, расположенной в начале координат, изображены красным цветом. (б) Первая зона Бриллюэна 
ОЦК решетки. Высокосимметричные точки обозначены  буквами Г, N, P и H

Fig. 1. (а) BCC lattice with lattice parameter h. The primitive translational cell of the lattice is defined  
by vectors e1, e2 и e3 (highlighted in magenta). The radius vectors of the first, second, third and fourth neighbors  

of the particle located at the origin are depicted in red. (б) The first Brillouin zone of the BCC lattice.  
Highly symmetric points are labeled by letters Г, N, P, and H

2. Дисперсионное соотношение

Используя стандартный подход, а имен-
но, выписывая линеаризованные уравнения 
движения частицы i,j,k, и отыскивая их ре-
шение в виде ui,j,k = Uexp[i(qi+sj+pk−ωt)], 
vi,j,k = Vexp[i(qi+sj+pk−ωt)], wi,j,k = Wexp 
[i(qi+sj+pk−ωt)] (здесь U, V и W – компонен-
ты собственного вектора, q, s и p – компонен-

ты волнового вектора, – ω частота колеба-
ний а i обозначает мнимую единицу), можно 
прийти к системе однородных линейных ал-
гебраических уравнений относительно U, V 
и W. Данная система имеет нетривиальное 
решение тогда и только тогда, когда опре-
делитель системы равен нулю. Это условие 
приводит к следующему кубическому отно-
сительно ω2 уравнению:

m3ω6 + (P1 + P2 + P3)m2ω4 + (P1P2 + P2P3 + P1P3 − Q2 − S2 − Z2)mω2

+P1P2P3 − Q2P1 − S2P2 − Z2P3 + 2QSZ = 0,                                        (3)
где

P1 = −γ1 − γ2 − γ3 − γ4 − ξ1 − ϕ1 − ϕ2 − ϕ5 − ϕ6

−9δ1 − 9δ2 − 9δ3 − 9δ4 − δ5 − δ6 − δ7 − δ8 − δ9 − δ10 − δ11 − δ12,
P2 = −γ1 − γ2 − γ3 − γ4 − ξ2 − ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 − ϕ4

−δ1 − δ2 − δ3 − δ4 – δ = − δ6 − δ7 − δ8 − 9δ9 − 9δ10 − 9δ11 − 9δ12,
P3 = −γ1 − γ2 − γ3 − γ4 − ξ3 − ϕ3 − ϕ4 − ϕ5 − ϕ6

−δ1 − δ2 − δ3 − δ4 − 9δ5 − 9δ6 − 9δ7 − 9δ8 − δ9 − δ10 − δ11 − δ12,
Z = −γ1 + γ2 − γ3 + γ4 − ϕ1 + ϕ2 − 3δ1 + 3δ2 + 3δ3 − 3δ4 − δ5 + δ6 + δ7 − δ8 − 3δ9 + 3δ10 − 3δ11 + 3δ12,
S = −γ1 + γ2 + γ3 − γ4 − ϕ5 + ϕ6 − 3δ1 − 3δ2 + 3δ3 + 3δ4 − 3δ5 + 3δ6 − 3δ7 + 3δ8 − δ9 + δ10 + δ11 − δ12,
Q = −γ1 − γ2 + γ3 + γ4 − ϕ3 + ϕ4 − δ1 + δ2 − δ3 + δ4 − 3δ5 − 3δ6 + 3δ7 + 3δ8 − 3δ9 − 3δ10 + 3δ11 + 3δ12,

и, в свою очередь,
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Рис. 2. Дисперсионные кривые вдоль высокосимметричных линий в первой зоне Бриллюэна:  
(а) s = p = 0, (б) q = s = 0, (в) q = π, p = π/2. Отмечены частоты трех групп ДНКМ, которые могут иметь частоту 

выше фононного спектра

Fig. 2. Dispersion curves along the high-symmetry lines of the first Brillouin zone:  
(а) s = p = 0, (б) q = s = 0, and (в) q = π, p = π/2. The three groups of DNVMs that can have frequencies  

above the phonon spectrum are indicated
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Кубическое уравнение (3) определяет три 
ветви дисперсионного соотношения ОЦК 
решетки, соответствующие продольным и 
двум типам поперечных колебаний.

На рис. 2 представлены дисперсионные 
соотношения вдоль высокосимметричных 
направлений в первой зоне Бриллюэна. Рас-
четы проводились для следующего набора 
параметров модели: 

m = 1, c1 = 1, c2 = 0,9, c3 = 0,8, c4 = 0,7.  (4)

3. ДНКМ ОЦК решетки,  
которые могут иметь частоты  

выше фононного спектра

На рис. 3 представлены 10 ДНКМ ОЦК 
решетки, которые могут иметь частоту выше 
фононного спектра. На двух верхних пане-
лях показаны координаты частиц. ДНКМ 
разбиты на три группы, обозначенные как 
G1, G2 и G3. 

Рис. 3. Три группы ДНКМ, обозначенные как G1, G2 и G3,  
которые могут иметь частоту выше фононного спектра.  

Координаты частиц показаны на панелях в верхнем ряду.  
Группы G1 и G2 включают по три ДНКМ, а G3 – четыре ДНКМ

Fig. 3. Three groups of DNVMs, designated as G1, G2 and G3,  
that can have frequencies above the phonon spectrum.  

Coordinated of the particles are shown in the two panels at the top.  
Groups G1 and G2 include three DNVMs each, and G3 includes four DNVMs
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Используя симметрию ДНКМ, удается 
посчитать аналитически их частоту колеба-
ний в малоамплитудном пределе. Оказыва-
ется, что ДНКМ одной группы имеют оди-
наковую частоту линейных колебаний. Для 
ДНКМ группы G1 частота равна

mω2 = (8/3) c1 + 4c2 + 8c3 + 8c4.        (5)
Для ДНКМ группы G2 частота равна

mω2 = (16/3) c1 + 16c4.               (6)
Для ДНКМ группы G3 частота равна
mω2 = (16/3) c1 + 4c2 + 4c3 + (48/11)c4.   (7)
Частоты линейных колебаний групп 

ДНКМ, рассчитанные для параметров моде-
ли (4), приведены в табл. 1. Там же показаны 
волновые вектора групп ДНКМ и указаны 
соответствующие точки первой зоны Брил-
люэна, см. рис. 1, б. 

Видно, что все 10 ДНКМ имеют волно-
вые векторы на границе первой зоны Брил-
люэна (удвоение периода по сравнению с 
базовой ОЦК решеткой). Именно поэтому 
все ДНКМ на рис. 3 заданы в трансляцион-
ной ячейке размера 2×2×2 кубических транс-
ляционных ячеек ОЦК решетки. ДНКМ 
возбуждаются путем придания частицам 
начальных смещений в соответствии с 
определенными схемами, показанными  
на рис. 3. Начальные скорости частиц равны 

нулю. Траектории колеблющихся частиц по-
казаны черным цветом. Для частиц, изобра-
женных пустыми кружками, w-компонента 
начального смещения равна нулю, и она по-
ложительна (отрицательна), если частица 
помечена точкой (крестиком). Все ДНКМ 
являются колебательными модами с одной 
степенью свободы. Это означает, что длина 
вектора начального смещения равна либо 
нулю, либо A, причем последняя величина 
является амплитудой ДНКМ. Частицы с ну-
левым начальным смещением остаются в со-
стоянии покоя, в то время как другие частицы  
колеблются.

Отметим, что если в модели рассма-
триваются только взаимодействия меж-
ду ближайшими и вторыми соседями,  
то есть c3=c4=0, то максимальную частоту 
могут иметь только ДНКМ группы G3. С 
учетом же дальнодействия, в зависимости от 
жесткостей связей различной длины, макси-
мальную частоту могут иметь и ДНКМ груп-
пы G1 или G2. Как отмечалось выше, ДНКМ 
с частотами выше фононного спектра могут 
использоваться для получения дискретных 
бризеров путем наложения локализующих 
функций. Приходим к выводу, что в модели 
ОЦК решетки с дальнодействием возмож-
но существование новых типов дискретных 
бризеров.

Таблица 1. Волновые числа трех групп ДНКМ, которые могут иметь частоту выше фононного спектра

Table 1. Wave numbers of the three groups of DNVMs that can have frequencies above the phonon spectrum

Группа 
ДНКМ / 
DNVM 
group

Частоты линейных колебаний ω/2π 
для набора параметров (4).  

В скобках указана кратность корней / 
The frequenciesy of linear oscillations 
is ω/2π for a set of parameters (4). The 

multiplicity of roots is indicated in 
parentheses

Волновые числа q, s, p / 
Wave numbers q, s, p

G1 0,6802(1) (0, 0, ±π/2), (0, ±π, ±π/2), (±π, 0, ±π/2), точка F / point F

G2 0,6471(3) (0, 0, ±π), точка P / point P

G3 0,6203(1) (0, ±π, 0), (±π, 0, 0), (0, ±π, ±π), (±π, 0, ±π),  
(±π, ±π, 0), (±π, ±π, ±π), точка N / point N
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Таблица 2. Доля потенциальной энергии, запасенной связями с первой по четвертую за счет возбуждения ДНКМ 
разных групп с малой амплитудой A = 10−4, рассчитанная в момент максимального отклонения атомов от их 
равновесных положений

Table 2. The fraction of potential energy stored by the first- through fourth-nearest neighbor bonds due to the excitation 
of DNVMs of different groups with a small amplitude of A = 10−4, calculated at the time of maximum deviation of the 
atoms from their equilibrium positions

Группа ДНКМ / 
DNVM group

Первые соседи / 
First-nearest  

neighbor

Вторые соседи / 
Second-nearest 

neighbor

Третьи соседи / 
Third-nearest  

neighbor

Четвертые соседи / 
Fourth-nearest 

neighbor

G1 0,1460 0,1971 0,3504 0,3066

G2 0,3226 0,0 0,0 0,6774

G3 0,3512 0,2370 0,2107 0,2011

могут лежать выше фононного спектра (см. 
рис. 3). ДНКМ одной группы имеют одина-
ковую частоту в малоамплитудном пределе. 
Даны аналитические выражения (5−7) для 
расчета частот ДНКМ в малоамплитудном 
пределе, иными словами, в гармонической 
решетке. Как следует из данных выраже-
ний, в случае c3=c4=0 максимальную часто-
ту могут иметь только ДНКМ группы G3. 
Следовательно, в такой решетке дискретные 
бризеры можно получить путем наложения 
локализующих функций на ДНКМ группы 
G3. Однако если включены взаимодействия 
между третьими и четвертыми соседями, то 
максимальную частоту могут иметь ДНКМ 
группы G1 или G2, а, следовательно, наложе-
нием на них локализующих функций можно 
получить новые типы дискретных бризеров. 
Представленные результаты показывают, что 
в решетках с дальнодействием возможны но-
вые типы дискретных бризеров, что важно, 
например, для решения вопроса о роли дис-
кретных бризеров в формировании макро-
скопических свойств кристаллов [36].
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4. Энергии различных связей

В разделе 3 было показано, что для груп-
пы ДНКМ G2 частоты малоамплитудных 
колебаний зависят не от всех коэффициен-
тов жесткости, а только от c1 и c4. Для даль-
нейшего изучения вклада различных связей 
в динамику ДНКМ для всех рассмотренных 
ДНКМ рассчитывается доля общей потенци-
альной энергии, запасенной связями различ-
ной длины. Это сделано для случая, когда ко-
леблющиеся атомы находятся на расстоянии 
A = 10−4 от решеточных положений. Резуль-
тат для параметров модели (4) представлен 
в табл. 2.

Как видно из табл. 2, различные связи 
вносят разный вклад в малоамплитудные ко-
лебания ДНКМ разных групп, и этот вклад 
коррелирует с коэффициентами в аналитиче-
ских выражениях для частот ДНКМ, уравне-
ниях (5−7). Видно, что полученные результа-
ты для ДНКМ одной группы идентичны для 
случая малоамплитудных колебаний. С дру-
гой стороны, для колебаний большой ампли-
туды результат различен для разных ДНКМ 
одной группы; это эффект ангармонизма.

Выводы

Рассмотрена ОЦК решетка с учетом вза-
имодействий между частицами вплоть до 
четвертых соседей. Представлено 10 ДНКМ, 
разбитых на три группы, частоты которых 
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