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Аннотация. Рассматривается дробно-дифференциальное обобщение уравнения 
Гельмгольца с дробной степенью оператора Лапласа.  Выполняется построение фун-
даментального решения рассматриваемого уравнения с использованием интеграль-
ных преобразований Фурье и Меллина. Полученное фундаментальное решение 
представляется в интегральной форме, а также в терминах функций Фокса. Приводит-
ся факторизованное представление, а также мультипольное разложение фундамен-
тального решения рассматриваемого уравнения. 
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ВВЕДЕНИЕ 

За последние годы уравнения с производными и интегралами дробного порядка все 

чаще используются исследователями в области математического моделирования в связи  

с возможностью описания разнообразных сложных процессов с аномальной кинетикой 

протекания [1]. Дробная степень оператора Лапласа [2] возникает в теории потенциала, 

гармоническом анализе, функциональном анализе, процессах Леви, а также во многих 

задачах математической физики. В работе [3] изучались диффузионные уравнения с дробной 

степенью оператора Лапласа. Независимые от времени формы данных уравнений приводят  

к дробно-дифференциальному обобщению уравнения Гельмгольца.  

Для классического уравнения Гельмгольца было предложено огромное количество 

как аналитических, так и численных методов его исследования. Некоторые из этих методов 

основаны на использовании, так называемых, мультипольных разложений фундаментального 

решения рассматриваемого уравнения. Одним из таких методов является метод мультиполей 

[4]. Однако ранее данный метод не находил своего применения для построения численного 

решения дробно-дифференциального обобщения уравнения Гельмгольца с дробной 

степенью оператора Лапласа. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

В данной работе рассматривается дробно-дифференциальное обобщение 

неоднородного уравнения Гельмгольца вида  

 −(−Δ)
𝛼

2𝑢 + 𝜔2𝑢 = 𝑓,   𝑢 = 𝑢(𝑥),   𝑓 = 𝑓(𝑥),   𝑥 ∈ 𝑅2,   1 < 𝛼 < 2, (1) 

где (−Δ)
𝛼

2 – дробная степень оператора Лапласа [2], которая может быть определена через 

преобразование Фурье ℱ как: 
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 (−Δ)
𝛼

2𝑢(𝑥) = ℱ−1(|𝑘|𝛼(ℱ𝑢)(𝑘))(𝑥). (2) 

Решение уравнения (1) может быть представлено в виде: 

 𝑢(𝑥) = ∫  
𝑅2 𝑓(𝜉)𝐺𝛼(𝑥 − 𝜉)𝑑𝜉. (3) 

Здесь 𝐺𝛼(𝑥) – фундаментальное решение уравнения (1), которое удовлетворяет уравнению  

 −(−Δ)
𝛼

2𝐺𝛼(𝑥) + 𝜔2𝐺𝛼(𝑥) = 𝛿(𝑥),   𝑥 ∈ 𝑅2,   1 < 𝛼 < 2, (4) 

где 𝛿(𝑥) — дельта-функция Дирака. 

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ 

Различные формы фундаментального решения могут быть получены с использованием 

интегральных преобразований Меллина и Фурье. Справедлива следующая теорема. 

Теорема 1. Фундаментальное решение уравнения (1) имеет интегральное представление:  

 𝐺𝛼(𝑥) =
1

2𝜋
∫  

∞

0

𝑘

𝜔2−𝑘𝛼
𝐽0(𝑘|𝑥|)𝑑𝑘, (5) 

где 𝐽0(𝑧) — функция Бесселя первого рода. Интеграл в правой части (5) может быть 

записан в терминах функций Фокса:  

 𝐺𝛼(𝑥) = 𝐶𝛼𝐻2,4
2,1 [

(𝜔2)
2
𝛼|𝑥|2

4
|
(1 −

2

𝛼
,

2

𝛼
) , (

1

2
−

2

𝛼
,

2

𝛼
)

(0, 1) , (1 −
2

𝛼
,

2

𝛼
) , (0, 1), (

1

2
−

2

𝛼
,

2

𝛼
)

], (6) 

где 𝐶𝛼 =
(𝜔2)

2
𝛼

−1

2𝛼 . 

Доказательство. Применение двумерного преобразования Фурье к (4), с учетом (2), дает  

 𝐺𝛼(𝑥) =
1

4𝜋2 ∫  
𝑅2

𝑒−𝑖𝜏⋅𝑥

𝜔2−|𝜏|𝛼 𝑑𝜏. (7) 

Так как (𝜔2 − |𝜏|𝛼)−1 является радиальной функцией, для представления (7) справедливо 

следующее свойство (см., например, [2]):  

 
1

(2𝜋)𝑛 ∫  
𝑅𝑛 𝑒−𝑖𝜏⋅𝑥𝜓(|𝜏|)𝑑𝜏 =

|𝑥|
1−

𝑛
2

(2𝜋)
𝑛
2

∫  
∞

0
𝑘

𝑛

2𝜓(𝑘)𝐽𝑛

2
−1(𝑘|𝑥|)𝑑𝑘, (8) 

где 𝜓(𝑘) — радиальная функция, а 𝐽𝜈(𝑧) — функция Бесселя первого рода. Применение (8) 

при 𝑛 = 2 к (7) приводит к интегральному представлению (5). 

Для получения представления (6) можно использовать интегральное преобразование 

Меллина  

 𝑓∗(𝑠) = (ℳ𝑓(𝑘))(𝑠) ≡ ∫  
∞

0
𝑓(𝑘)𝑘𝑠−1𝑑𝑘, (10) 

а также соответствующую теорему о свертке [2]  

 ℳ[∫  
∞

0
𝑘𝑓1(𝑥𝑘)𝑓2(𝑘)𝑑𝑘](𝑠) = 𝑓1

∗(𝑠)𝑓2
∗(2 − 𝑠). (11) 

Интеграл в правой части (5) является сверткой (11) для функций 

 𝑓1(𝑘) = 𝐽0(𝑘),     𝑓2(𝑘) =
1

𝜔2−𝑘𝛼. (12) 

Их преобразования Меллина имеют вид: 

 𝑓1
∗(𝑠) =

2𝑠−1Γ(
𝑠

2
)

Γ(1−
𝑠

2
)

,     𝑓2
∗(𝑠) =

𝜋

𝛼

Γ(
𝑠

𝛼
)Γ(1−

𝑠

𝛼
)

Γ(
1

2
+

𝑠

𝛼
)Γ(

1

2
−

𝑠

𝛼
)

,   0 < ℜ(𝑠) < 𝛼. (13) 

Здесь Γ(𝑠) – гамма-функция. 

Применение обратного преобразования Меллина приводит к следующему представлению 

фундаментального решения в виде контурного интеграла Меллина-Барнса:  
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 𝐺𝛼(𝑥) = 𝐶𝛼
1

2𝜋𝑖
∫  

𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞

Γ(𝑠)Γ(
2−2𝑠

𝛼
)Γ(1−

2−2𝑠

𝛼
)

Γ(1−𝑠)Γ(
1

2
−

2−2𝑠

𝛼
)Γ(

1

2
+

2−2𝑠

𝛼
)

(
(𝜔2)

2
𝛼|𝑥|2

4
)

−𝑠

𝑑𝑠. (14) 

Интеграл (14) сходится при 0 < 𝛾 <
𝛼

2
 и может быть записан в терминах функций Фокса 

[5] после применения к нему теоремы Коши о вычетах. В результате получается 

представление (6).  

Замечание. Легко проверить, что в предельном случае 𝛼 = 2, 𝐺𝛼(|𝑥|) совпадает  

с функцией Бесселя второго рода 
1

4
𝑌0(𝜔|𝑥|), которая является фундаментальным решением 

классического уравнения Гельмгольца. Теорема доказана. 

МУЛЬТИПОЛЬНОЕ РАЗЛОЖЕНИЕ 

Для построения мультипольного разложения фундаментального решения дробно-

дифференциального обобщения уравнения Гельмгольца необходимо получить факторизо-

ванное представление фундаментального решения (6). Для этого может быть использовать 

подход, впервые предложенный в работе [6]. С использованием данного подхода была дока-

зана следующая теорема. 

Теорема 2. Пусть (𝑅, 𝜑) и (𝑟, 𝜓) являются полярными координатами точек 𝑥 и 𝜉, 

соответственно, и также  

 𝐺𝛼(𝑥 − 𝜉) = 𝐺𝛼(|𝑥 − 𝜉|) ≡ 𝐺𝛼(𝑧), 

где 𝑧 = √𝑟2 + 𝑅2 − 2𝑟𝑅cos𝜃, а 𝜃 = 𝜑 − 𝜓.  Тогда при 𝑟 < 𝑅 справедливо факторизованное 

разложение (6) вида  

𝐺𝛼(𝑧) = 𝐶𝛼 ∑  

∞

𝑛=0

∑  

𝑛

𝑚=0

(−1)𝑚 (
𝑟

𝑅
)

𝑛 [cos(𝑛 − 2𝑚)𝜃]

𝑚! (𝑛 − 𝑚)!
× 

 × 𝐻2,4
2,1 [

(𝜔2)
2
𝛼𝑅2

4
|
(1 −

2

𝛼
,

2

𝛼
) , (

1

2
−

2

𝛼
,

2

𝛼
)

(1 −
2

𝛼
,

2

𝛼
) , (𝑚, 1) , (𝑛 − 𝑚, 1) , (

1

2
−

2

𝛼
,

2

𝛼
)

]. (15) 

Замечание. Легко получить, что в предельном случае 𝛼 = 2, функция Фокса в правой 

части (15) может быть записана в виде  

𝐻2,4
2,1 [

(𝜔2)
2

𝛼𝑅2

4
|
(0, 1) , (−

1

2
, 1)

(0,1) , (𝑚, 1) , (𝑛 − 𝑚, 1) , (−
1

2
, 1)

] 

 = (
(𝜔2)

2
𝛼𝑅2

8
)

𝑛

𝑌2𝑚−𝑛 (
(𝜔2)

2
𝛼𝑅2

4
). 

Также важно отметить, что при 𝑚 = 0, 𝑛 = 0 функция Фокса из (15) совпадает  

с фундаментальным решением (6). 

Факторизованное разложение (15) легко позволяет сформулировать следующую теорему 

о мультипольном разложении. 

Теорема 3. Пусть дано 𝑘 точек 𝑥𝑖 с полярными координатами (𝑟𝑖, 𝜓𝑖),   𝑖 = 1, . . . , 𝑘, 

причем 𝑟𝑖 < 𝑎,   0 < 𝑎 < ∞. Тогда для любой точки 𝑥 с полярными координатами (𝑅, 𝜑) 

такой, что 𝑅 > 𝑎, существует следующее мультипольное разложение  

Φ(𝑅, 𝜑, 𝑘) ≡ ∑  

𝑘

𝑖=1

𝑞𝑖𝐺𝛼(𝑥 − 𝑥𝑖) 
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= 𝑐𝛼 ∑  

∞

𝑛=0

∑  

𝑛

𝑚=0

𝑅−𝑛𝐻2,4
2,1 [

(𝜔2)
2

𝛼𝑅2

4
|
(1 −

2

𝛼
,
2

𝛼
) , (

1

2
−

2

𝛼
,
2

𝛼
)

(1 −
2

𝛼
,
2

𝛼
) , (𝑚, 1) , (𝑛 − 𝑚, 1) , (

1

2
−

2

𝛼
,
2

𝛼
)

] 

 × [𝑀𝑛
𝑚(𝑟𝑖, 𝜓𝑖 , 𝑘)cos(𝑛 − 2𝑚)𝜑 + 𝑁𝑛

𝑚(𝑟𝑖, 𝜓𝑖 , 𝑘)sin(𝑛 − 2𝑚)𝜑], (16) 

где  

 𝑀𝑛
𝑚(𝑟𝑖, 𝜓𝑖 , 𝑘) =

(−1)𝑚

𝑚!(𝑛−𝑚)!
∑  𝑘

𝑖=1 𝑞𝑖𝑟𝑖
𝑛cos(𝑛 − 2𝑚)𝜓𝑖, (17) 

  𝑁𝑛
𝑚(𝑟𝑖, 𝜓𝑖 , 𝑘) =

(−1)𝑚

𝑚!(𝑛−𝑚)!
∑  𝑘

𝑖=1 𝑞𝑖𝑟𝑖
𝑛sin(𝑛 − 2𝑚)𝜓𝑖. (18) 

Полученное мультипольное разложение может быть использовано для построения муль-

типольного алгоритма численного решения уравнения (1). 

 
ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе рассмотрено дробно-дифференциальное обобщение уравнения Гельм-

гольца с дробной степенью оператора Лапласа. С использованием интегральных преобразо-

ваний Фурье и Меллина построено фундаментальное решение рассматриваемого уравнения  

в интегральной форме, а также в терминах функций Фокса. Предложены факторизованное 

представление и мультипольное разложение построенного фундаментального решения.  

Мультипольное разложение позволяет разработать мультипольный алгоритм [4] числен-

ного решения рассматриваемого дробно-дифференциального уравнения Гельмгольца, позво-

ляющий заметно увеличить скорость вычислений при численном счете. 
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