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Аннотация: В статье рассматриваются понятия иррациональных множеств, их свойства, 
а также особый класс иррациональных чисел — числа Пизо. Представлены 
определения, примеры и их связь с теорией чисел и представлениями чисел в 
нестандартных системах счисления. 
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В математике иррациональные числа занимают особое место, выходя за рамки привычных 

рациональных дробей. Классическая теория чисел занимается не только арифметическими 

свойствами чисел, но и их представлением, топологией и алгебраической природой. Одним из 

интереснейших объектов исследования в этой области являются иррациональные множества 

и числа Пизо, обладающие уникальными математическими свойствами. 

Иррациональными числами называют такие вещественные числа, которые не могут быть 

представлены в виде отношения двух целых чисел. Классическими примерами служат √2, 𝜋, 𝑒. 

Несмотря на то, что множество рациональных чисел счётно, множество иррациональных 

чисел – несчётно и обладает большей плотностью на числовой прямой. 

Иррациональные множества – это такие подмножества вещественной прямой, все 

элементы которых являются иррациональными. Примерами таких множеств являются 

множество всех чисел вида √𝑛, где 𝑛 ∉ ℚ; подмножества Кантора; множества, определённые 

через алгебраические или трансцендентные условия. 

Интерес исследователей к этим множествам связан с их сложной топологической и 

метрической структурой, а также с применением в динамических системах и фрактальной 

геометрии. 

Числа Пизо – это действительные алгебраические числа 𝛽 > 1, такие, что все сопряжённые 

к ним алгебраические корни по модулю строго меньше единицы. Впервые были подробно 

изучены французским математиком Шарлем Пизо в 1920-х годах. 

Формально, число 𝛽 – число Пизо, если оно является корнем минимального 

неприводимого целого полинома степени n, причём все остальные корни 𝛽2 … 𝛽𝑛 

удовлетворяют |𝛽𝑖| < 1. 

Простейший пример числа Пизо – корень уравнения x³ −  x −  1 =  0, приближённо 

равный 𝛽 ≈  1,3247. Эти числа всегда иррациональны, так как алгебраическая степень выше 

единицы. Они используются для построения нестандартных позиционных систем счисления 

(так называемые 𝛽-разложения) и обладают свойством наименьшего роста целочисленных 

последовательностей при разложении вещественных чисел. 
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Одной из интересных особенностей чисел Пизо является возможность их использования в 

системах счисления, где основание 𝛽 – нецелое число. В таком случае любое неотрицательное 

действительное число может быть представлено в виде: 

𝑥 =  ∑ 𝑑ᵢ 𝛽ⁱ

∞

𝑖=−∞

, 

где 𝑑ᵢ ∈ ℤ. 

Если β – число Пизо, то такое представление имеет конечный или периодический вид для 

всех положительных рациональных чисел. Это свойство делает числа Пизо особенно 

интересными для теории автоматов и формальных языков. Числа Пизо и связанные с ними 

иррациональные множества находят применение в следующих областях: теория 

аппроксимаций, динамические системы, информатика, кодирование и сжатие данных. Также 

они появляются в изучении самоподобных фракталов и рациональных евклидовых 

пространств. 

Исследования канадского математика D. W. Boyd существенно расширили понимание 

свойств чисел Пизо. В частности, он ввёл понятие регулярных чисел Пизо, а также изучал 

бесконечные семейства полиномов, корни которых обладают интересными спектральными 

свойствами. Эти исследования важны как с теоретической точки зрения, так и для построения 

эффективных алгоритмов в численных методах. 

Регулярными числами Пизо называются такие числа Пизо, которые являются 

наименьшими по модулю среди всех корней их минимального целого уравнения. Это 

означает, что модуль |𝛽| больше модуля любого другого корня этого многочлена. Такие числа 

особенно важны при построении 𝛽-систем счисления, так как они обеспечивают устойчивость 

и компактность представлений. 

В своей работе D.W. Boyd исследовал семейства полиномов, чьи действительные корни 

являются числами Пизо. Он ввёл два особых класса: 

- 𝛼-семейство: полиномы вида 

𝑄𝛼 (𝑥)  =  𝑥𝑑  − 𝑥𝑑−1  − 𝑥𝑑−2  −  ⋯ −  𝑥 −  1, 

которые имеют единственный действительный корень 𝛼ₙ >  1, являющийся числом Пизо. 

Этот корень экспоненциально приближается к 2 при увеличении n. 

- 𝛽-семейство: полиномы вида 

𝑄𝛽 (𝑥)  = 𝑥𝑑  −  𝑥 −  1, 

у которых также существует единственный положительный корень 𝛽ₙ, принадлежащий 

множеству чисел Пизо. Например, при 𝑛 =  3, мы получаем уже известное уравнение 

 𝑥³ −  𝑥 −  1 =  0. 
Эти семейства интересны тем, что их корни представляют собой множество точек 

сгущения на единичном интервале. Каждая такая точка содержит области точек, стремящихся 

к точкам сгущения, и все эти точки являются регулярными числами Пизо. Они также обладают 

хорошими свойствами с точки зрения аппроксимации вещественных чисел. 

Иррациональные множества и числа Пизо представляют собой богатую и глубокую 

область современной математики, соединяющую элементы алгебры, анализа и теории 

информации. Их исследование не только углубляет понимание структуры вещественной 

прямой, но и открывает путь к практическим приложениям в математическом моделировании 

и вычислительных алгоритмах. 

Для того чтобы описать полный класс всех чисел Пизо на интервале (1; 2), необходимо 

немного преобразовать найденный D.W. Boyd полином сгущения и добавить сходящийся 

линейный итератор для приближения к точкам сгущения слева и справа. 

Введем общий вид полинома и назовем его Pz (x) = 0. 
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𝑃𝑧 (𝑥) = 𝑥𝑛 ∙ 𝑄 (𝑥, 𝑑) ± 𝐴 (𝑥) 

данный полином будет обладать нужными нам свойствами, где 𝑄 (𝑥, 𝑑) −точка сгущения, а 

полином 𝐴(𝑥) будет полиномом приближения к точке сгущения. Оператор ± даст нам 

возможность приближаться к точкам с обоих концов интервала. 

 

 
 

В основном в работах D.W. Boyd рассмотрены почти все полиномы сгущения. 

Следовательно, не сложно, изменяя и подбирая полином приближения 𝐴(𝑥), получать все 

новые точки, стремящиеся к точкам сгущения чисел Пизо.  

Для примера полиномы 𝐴 (𝑥) могут иметь такой вид: 

𝐴1 (𝑥) = (𝑥 − 1) ∙ (𝑥𝑚 ± 1) 

Все найденные числа Пизо и полиномы Пизо легко применяются в задачах систем 

счисления, а именно – кодирования любого целого числа в бинарную последовательность, в 

основании которого будет иррациональное число. Данное кодирование будет конечным и 

иметь плавающую точку, отделяющую целую часть от приближения к исходному числу. В 

предыдущих статьях подробнее рассмотрен превлиятельный алгоритм кодирования и 

раскодирования любых целых чисел в систему счисления Пизо. Особенным фактором можно  

считать разнообразие способов закодировать в бинарную последовательность целые числа. 

Это может быть необходимо в самых разных прикладных задачах инженерии и системах с 

пониженной помехоустойчивостью.  
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