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В статье рассматриваются дифференциальные уравнения, возникающие при моделиро-

вании систем типа «реакция-диффузия». Изучаются вопросы об устойчивости точек равнове-

сия в критических случаях, а также о бифуркациях в окрестностях таких точек. Определены 

условия, при выполнении которых точки равновесия системы устойчивы. Получены необходи-

мые признаки бифуркаций, при выполнении которых возникающие бифуркационные решения 

могут быть устойчивыми. Обсуждаются основные сценарии бифуркационного поведения си-

стемы. Приводятся примеры, иллюстрирующие эффективность предложенных подходов в за-

дачах исследования устойчивости и бифуркаций.  
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периодическое решение, устойчивость, бифуркация, собственные значения, след матрицы, гра-

ничные условия, линейный оператор. 

1. Введение 

Одной из наиболее интересных в нелинейной динамике и ее приложениях является модель «реакция-диф-

фузия», к которой приводят многие задачи в системах различной природы: физических, химических, биологиче-

ских и др. (см., например, [1] и имеющуюся там библиографию). Модели типа «реакция-диффузия» используются 

при описании возникновения и эволюции пространственно-временных структур в нелинейных средах различной 

природы. Классическими примерами являются уравнение Фишера-Колмогорова [1], описывающее динамику 

гена в популяции, а также модель Белоусова-Жаботинского [2], описывающая колебательные режимы опреде-

ленного класса химических реакций. 

Исследованию различных аспектов модели «реакция-диффузия» посвящены работы многих авторов (см., 

например, [1–2] и имеющуюся там библиографию). Здесь особый интерес представляют вопросы возникновения 

неравновесных пространственно-временных структур. К настоящему времени эти структуры экспериментально 

и численно изучены достаточно досконально. Однако систематическая теория, которая объяснила бы эти струк-

туры и выявила условия их возникновения, еще только начинает строится. Одним из положений соответствую-

щей теории могут послужить результаты исследований, направленных на получение признаков устойчивости 

стационарных режимов модели «реакция-диффузия» и признаков основных типов бифуркаций, приводящих к 

возникновению неравновесных пространственно-временных структур. Настоящая статья посвящена обсужде-

нию некоторых задач в указанном направлении. 

Рассматривается система «реакция- диффузия» (см., например, [1]), описываемая дифференциальным урав-

нением 
ⅆw

ⅆt
= K ⋅ Δw + f(w),                            (1) 

где w = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) = [
u(x, y, 𝑡)
v(x, y, 𝑡)

] , f(w) – гладкая (непрерывно дифференцируемая) функция, K = (
k11 k12
k21 k22

)  – 

матрица диффузии, kij > 0. Уравнение (1) изучается в квадрате Ω = {(x, y): 0 ≤x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π} с граничными 

условиями Неймана 

 
∂w

∂n
|
∂Ω
= 0.                                 (2) 

Решением задачи (1)–(2) называют функцию 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡), удовлетворяющая уравнению (1) и граничным 

условиям (2).  

Особый интерес вызывают точки равновесия и периодические решения задачи (1)–(2). Точки равновесия – 

это постоянные (по t) решения задачи (1)–(2). Они являются решением задачи  

K ⋅ Δw + f(w) = 0,                             (3) 
𝜕𝑤

𝜕𝑛
|
𝜕𝛺
= 0. 
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Если точка равновесия 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦) не зависит от 𝑥 и 𝑦, т.е. 𝑤 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, то положение равновесия называют 

пространственно однородным, в противном случае – пространственно неоднородным. 

Для отыскания пространственно неоднородных точек равновесия необходимо решать задачу (3), что, как 

правило, является сложной задачей и допускает аналитическое решение только в исключительных случаях. Для 

отыскания пространственно однородных точек равновесия достаточно решить уравнение f(w) = 0. 

В п.6 приведен пример нахождения пространственно неоднородных положений системы (1). 

В настоящей работе изучаются вопросы об устойчивости точек равновесия, а также о бифуркациях в 

окрестностях таких точек. Основное внимание уделяется получению необходимых признаков бифуркаций, при 

выполнении которых возникающие бифуркационные решения могут быть устойчивыми.  

2. Основные пространства и операторы 

Приведем операторы и функциональные пространства, в которых будет изучаться система (1)–(2) (см. [1–3]).  

Пусть 𝐿2(𝛺) – это гильбертово пространство вектор-функций w(x,y,t), определенных в квадрате 𝛺. Через 

𝐶(𝛺) и 𝐶2(𝛺) обозначим пространство непрерывных и пространство дважды непрерывно дифференцируемых 

функций на 𝛺 соответственно. 

Для 𝑤 = 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑡) ∈  𝐶2(𝛺) определим норму по формуле 

‖𝑤‖ = (∫ ∑ ‖𝐷𝛼𝑢‖2
|𝛼|≤2

ⅆ𝑥
𝛺

ⅆ𝑦)

1
2⁄

,                     (4) 

где 𝐷𝛼– оператор дифференцирования, задаваемый в следующем виде: 

𝐷𝛼 =
𝜕|𝛼|

𝜕𝑥𝛼1𝜕𝑦𝛼2
, |𝛼| = 𝛼1 + 𝛼2. 

Далее введем в рассмотрение 𝑊2
2(𝛺) − соболевское пространство, являющееся пополнением пространства 

𝐶2(𝛺) по норме (3). Наконец, определим также множество 

𝐶0
2(𝛺) = {𝑤 ∈ 𝐶2:

𝜕𝑤

𝜕𝑛
|
𝜕𝛺
= 0}.                        (5) 

Известно, что оператор Лапласа 𝛥: 𝐶2 → С может быть расширен до замкнутого самосопряженного опера-

тора 𝛥0: 𝐿2 → 𝐿2 с областью определения G, образованного замыканием в 𝑊2
2 множества (5). Область определе-

ния G оператора 𝛥0 является банаховым пространством, если в ней ввести норму, определенную формулой (4). 

Причем оператор 𝛥0 является ограниченным в полученном пространстве. Линейный оператор 𝛥0: 𝑊2
2 → 𝑊2

2 с 

областью определения G также будет ограниченным. 

3. Исследование линеаризованной системы 

Пусть система (1)–(2) имеет пространственно однородную точку равновесия 𝑤 = 𝑤∗. Без ограничения общ-

ности можно считать, что 𝑤∗ = 0. Тогда в окрестности точки равновесия 𝑤∗ = 0 система (1)–(2) принимает вид 

 
ⅆw

ⅆt
= K ⋅ Δw + A ⋅ w + h(w),                       (6) 

 
𝜕𝑤

𝜕𝑛
|
𝜕𝛺
= 0,                                 (7) 

где ‖ℎ(𝑤)‖ = О(‖𝑤‖2), ‖𝑤‖ → 0, матрица 𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

). 

Введем в рассмотрение семейство матриц 

𝐵𝑛𝑚 = 𝐴 − (𝑚2 + 𝑛2)𝐾,𝑚, 𝑛 𝜖 ℤ ,                    (8) 

и оператор 

𝑆 = 𝐴 + 𝐾 ⋅ Δ0 : 𝑊2
2 → 𝑊2

2 .                      (9) 

Справедливо следующее утверждение. 

Лемма 1. Множество собственных значений оператора (9) совпадает с множеством собственных значений 

матрицы (8). 

Доказательство. Собственные значения и собственные функции оператора Лапласа 𝛥0: 𝑊2
2 → 𝑊2

2 являются 

решениями задачи 

𝛥0𝑤(𝑥, 𝑦) =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 𝜆𝑤, 

𝜕𝑤

𝜕𝑛
|
𝜕𝛺
= 0 

и, следовательно, эти собственные значения и собственные функции определяются по формулам 

𝜆𝑛,𝑚 = −𝑛2 −𝑚2, 𝑤𝑛,𝑚 = cos𝑚𝑥 ⋅ cos 𝑛𝑦, n, m=0,1,2,…              (10) 

Далее, собственные значения 𝛼𝑛𝑚 и собственные векторы [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] матрицы (8) определяются из уравнения 

𝐵𝑛𝑚 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] = 𝛼𝑛𝑚 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

]. 
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Тогда получим 

𝑆 [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] 𝑤𝑛𝑚 = (𝐴 + 𝐾 ⋅ Δ0) ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] 𝑤𝑛𝑚 = 𝐴 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

]𝑤𝑛𝑚 + 𝐾 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] Δ0𝑤𝑛𝑚 = 

= 𝐴 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

]𝑤𝑛𝑚+𝐾 ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

] (−𝑛2 −𝑚2)𝑤𝑛𝑚 = (𝐴 + (−𝑛2 −𝑚2)𝐾 ) ⋅ [
𝑎𝑛𝑚
𝑏𝑛𝑚

]𝑤𝑛𝑚 . 

Лемма 1 доказана. 

Из леммы 1 вытекают следующие следствия. 

Лемма 2. Собственные функции оператора Лапласа Δ0 : 𝑊2
2 → 𝑊2

2 являются собственными функциями мат-

рицы (8). 

Лемма 3. Функция 𝑤𝑛𝑚 = [
𝑎
𝑏
] cos𝑚𝑥 ⋅ cos 𝑛𝑦 является собственной функцией оператора (13), если вектор 

[
𝑎
𝑏
] является собственным вектором матрицы (8). 

4. Признаки устойчивости точки равновесия 

Известно, что (см. [3]) если все собственные значения оператора (9) имеют отрицательные вещественные 

части, то точка равновесия 𝑤∗ = 0 системы (1)-(2) является асимптотически устойчивой. Если же хотя бы одно 

из собственных значений имеет положительную вещественную часть, то она неустойчива. Особый интерес вы-

зывает случай, когда у оператора (9) имеются собственные значения с нулевой вещественной частью. Обсудим 

именно такой случай. 

4.1 Вспомогательные утверждения 

Приведем сначала вспомогательные утверждения, в справедливости которых можно убедиться прямым под-

счетом. 

Лемма 4. Собственные значения матрицы (8) являются решениями уравнения 

 𝜆2 − 𝜆 𝑡𝑟𝐵𝑛𝑚 +det 𝐵𝑛𝑚 = 0.                        (11) 

Следствие 1. Матрица 𝐵𝑛0𝑚0
 имеет собственные значения 𝜆1,2 = ±ⅈ𝜔0, 𝜔0 > 0 тогда и только тогда, когда  

𝑡𝑟𝐵𝑛0𝑚0
= 0, ⅆ𝑒𝑡𝐵𝑛0𝑚0

> 0.                   (12). 

Следствие 2. Матрица 𝐵𝑛0𝑚0
 имеет собственное значение 𝜆1 = 0 тогда и только тогда, когда 

ⅆ𝑒𝑡𝐵𝑛0𝑚0
= 0,                  (13) 

при этом второе собственное значение определяется по формуле 𝜆2 = 𝑡𝑟𝐵𝑛0𝑚0
. 

Лемма 5. Имеет место равенство  

𝑡𝑟𝐵𝑛𝑚 = 𝑡𝑟𝐴 − (𝑚2 + 𝑛2) ⋅ 𝑡𝑟𝐾 , 𝑛,𝑚 = 0,1,2, …               (14) 

Лемма 6. Имеет место равенство  

 det 𝐵𝑛𝑚 = ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚2 + 𝑛2)2 ⋅ detK+(𝑚2 + 𝑛2) ⋅ (𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐾) − 𝑡𝑟𝐴 ⋅ 𝑡𝑟𝐾).      (15) 

4.2 Случай чисто мнимых собственных значений 

Рассмотрим сначала случай, когда матрица 𝐵𝑛0𝑚0
 имеет собственные значения 𝜆1,2 = ±ⅈ𝜔0. 

Если 𝑛0 = 𝑚0 = 0, то 𝐵00 = А и  𝑡𝑟𝐴 = 0, ⅆ𝑒𝑡𝐴 > 0.  
Тогда для остальных собственных значений матрицы 𝐵𝑛𝑚 из формулы (14) получаем, что 

𝑡𝑟𝐵𝑛𝑚 = −(𝑚2 + 𝑛2) ⋅ 𝑡𝑟𝐾<0, для любых 𝑚2 + 𝑛2 ≥ 1. 

Далее, используем соотношение (15), будем предполагать, что 

ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚2 + 𝑛2)2 ⋅ detK+(𝑚2 + 𝑛2) ⋅ (𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐾) − 𝑡𝑟𝐴 ⋅ 𝑡𝑟𝐾) > 0, 

для всех 𝑚2 + 𝑛2 ≥ 1.  
Тогда, согласно лемме 4, все собственные значения оператора S будут иметь отрицательные вещественные 

части. 

Пусть теперь 𝑚0
2 + 𝑛0

2 ≥ 1, т.е. матрица 𝐵𝑛𝑚 имеет собственные значения 𝜆1,2 = ±ⅈ𝜔0, причем 

𝑡𝑟А = −(𝑚0
2 + 𝑛0

2) ⋅ 𝑡𝑟𝐾. 

Но тогда 𝑡𝑟А > 0, так как 𝑡𝑟К > 0 и матрица 𝐵00 имеет собственные значения с положительными веще-

ственными частями, что не представляет практического интереса, так как в этом случае точка равновесия 𝑤∗ =
0 системы (1)–(2) будет неустойчивой. 

4.3 Случай нулевого собственного значения 

Пусть теперь матрица 𝐵𝑛0𝑚0
 имеет нулевое собственное значение 𝜆1 = 0. 

Пусть при этом 𝑛0 = 𝑚0 = 0. Тогда матрица 𝐵00 = А имеет нулевое собственное значение, т.е. ⅆ𝑒𝑡𝐵00 = 0 или 

det A = 0. В этом случае 𝜆2 = 𝑡𝑟𝐴. 
Пусть 

𝑡𝑟𝐴 < 0. 

Тогда для остальных собственных значений матрицы 𝐵𝑛𝑚 имеем 
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𝑡𝑟𝐵𝑛𝑚 = 𝑡𝑟𝐴 − (𝑚2 + 𝑛2) ⋅ 𝑡𝑟𝐾 < 0, 
det 𝐵𝑛𝑚 = ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚2 + 𝑛2)2 ⋅ detK+(𝑚2 + 𝑛2) ⋅ (𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐾) − 𝑡𝑟𝐴 ⋅ 𝑡𝑟𝐾). 

Потребуем, чтобы det 𝐵𝑛𝑚 > 0, для всех 𝑚2 + 𝑛2 ≥ 1.  
Тогда все собственные значения оператора S будут иметь отрицательные вещественные части, за исключе-

нием 𝜆1 = 0. 

Пусть теперь 𝑚0
2 + 𝑛0

2 ≥ 1, т.е. матрица 𝐵𝑛0𝑚0
 имеет собственное значение 𝜆1 = 0. Тогда выполнено соотно-

шение (13): 

ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚0
2 + 𝑛0

2)2 ⋅ detK+(𝑚0
2 + 𝑛0

2) ⋅ (𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐾) − 𝑡𝑟𝐴 ⋅ 𝑡𝑟𝐾) = 0. 
Полагаем, что 

𝜆2 = 𝑡𝑟𝐵𝑛0𝑚0
< 0 или 𝑡𝑟𝐴 <(𝑚0

2 + 𝑛0
2) 𝑡𝑟𝐾. 

Значит, если 

𝑡𝑟𝐴 >(𝑚0
2 + 𝑛0

2) 𝑡𝑟𝐾 или ⅆ𝑒𝑡𝐴 < 0,                      (16) 

то все собственные значения оператора S будут иметь положительные вещественные части. Следовательно, есте-

ственным будет предположение 

𝑡𝑟𝐴 < 0 и ⅆ𝑒𝑡𝐴 > 0.                     (17) 

Лемма 7. Пусть выполнены условия (16)–(17), тогда при 𝑚2 + 𝑛2 > 𝑚0
2 + 𝑛0

2, имеет место det 𝐵𝑛𝑚 > 0,
tr 𝐵𝑛𝑚 < 0. 

Таким образом, верно следующее утверждение. 

Теорема 1. Пусть 𝑡𝑟𝐴 < (𝑚2 + 𝑛2) ⋅ 𝑡𝑟𝐾 и ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚2 + 𝑛2)2 ⋅ detK+(𝑚2 + 𝑛2) ⋅ (𝑡𝑟(𝐴 ⋅ 𝐾) − 𝑡𝑟𝐴 ⋅ 𝑡𝑟𝐾) > 0 

для всех m, n. Тогда точка равновесия 𝑤∗ = 0 системы (1)–(2) является устойчивой. 

5. Локальные бифуркации в окрестности точки равновесия 

Из теории бифуркаций (см. [1, 3]) известно следует, что значение 𝜇0 будет бифуркационным для системы 

(1)-(2) в окрестности нулевой точки равновесия, если оператор 𝑆(𝜇0) имеет собственные значения на мнимой 

оси. Основной интерес представляет случай, когда остальные собственные значения этого оператора имеют от-

рицательные вещественные части. Этот случай назовем основным. 

Теорема 2. Пусть 𝑡𝑟𝐴 = 0, ⅆ𝑒𝑡𝐴 > 0 и ⅆ𝑒𝑡𝐴 + (𝑚2 + 𝑛2)2 ⋅ detK+(𝑚2 + 𝑛2) > 0. Тогда 𝜇0 является точкой 

бифуркации Андронова-Хопфа системы (1)–(2), при этом имеет место основной случай. 

Теорема 3. Пусть 𝑡𝑟𝐴 < 0, ⅆ𝑒𝑡𝐴 = 0 и ⅆ𝑒𝑡𝐵𝑛𝑚 > 0. Тогда 𝜇0 является точкой бифуркации кратного равно-

весия системы (1)–(2), при этом имеет место основной случай. 

Пример. Рассмотрим систему «реакция-диффузия» (см. [3]) 

{

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= (𝜇 − 1)𝑢 + 𝑎2𝑢 + 𝑘11𝛥𝑢 + 𝑘12𝛥𝑣 + 𝑢

2𝑣,

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝜇𝑢 − 𝑎2𝑣 + 𝑘21𝛥𝑢 + 𝑘22𝛥𝑣 − 𝑢

2𝑣,

 

где 𝑘𝑖𝑗 = 𝑘𝑖𝑗(𝜇) ≥ 0, 𝛥 − оператор Лапласа. Данная система является системой типа (1). Эту систему будем рас-

сматривать в квадрате 𝛺 с краевыми условиями Неймана (2). Матрица 𝐴 = 𝐴(𝜇) изучаемой системы имеет сле-

дующий вид 

𝐴(𝜇) = (
𝜇 − 1 𝑎2

−2𝜇 −𝑎2
). 

Поскольку tr 𝐴(𝜇) = 𝜇 − 1 − 𝑎2 и det А(𝜇) = 𝑎2, то при 𝜇 = 𝜇0 = 𝑎
2 + 1 для данной системы выполнены 

условия теоремы 2. Следовательно, значение 𝜇 = 𝜇0 = 𝑎
2 + 1 является точкой бифуркации Андронова-Хопфа 

для рассматриваемой системы, при этом имеет место основной случай. 

6. Пример построения пространственно неоднородной  

точки равновесия 

Рассмотрим систему (1) следующего вида: 

 

{
 
 

 
 
𝑢𝑡 = 𝛥𝑢 − (𝑎𝑢 + 𝑏𝑣), 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

𝑣𝑡 = 𝛥𝑣 − (𝑐𝑢 + ⅆ𝑣),

𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑢𝑥|𝑥=1 = 𝑢𝑦|𝑦=0 =  𝑢𝑦|𝑦=1 = 0,

𝑣𝑥|𝑥=0 = 𝑣𝑥|𝑥=1 = 𝑣𝑦|𝑦=0 = 𝑣𝑦|𝑦=1 = cos𝜋𝑥 ,

                  (18) 

где a, b, c, d – положительные константы, причем a + b = c + d, a > b. Тогда пространственно определенная точка 

равновесия системы является решением следующей системы (5): 
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{
 
 

 
 

𝛥𝑢 − (𝑎𝑢 + 𝑏𝑣) = 0 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

𝛥𝑣 − (𝑐𝑢 + ⅆ𝑣) = 0,

𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑢𝑥|𝑥=1 = 𝑢𝑦|𝑦=0 =  𝑢𝑦|𝑦=1 = 0,

𝑣𝑥|𝑥=0 = 𝑣𝑥|𝑥=1 = 𝑣𝑦|𝑦=0 = 𝑣𝑦|𝑦=1 = cos𝜋𝑥 .

                   (19) 

В силу линейности уравнений, входящих в полученную систему, и условий, наложенных на константы a, b, 

c, d, мы можем свести ее при помощи замены (см. [5–7]). 

𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦)+v(x, y) 

к следующей задаче:  

 {

𝛥𝑧 − 𝛾𝑧 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1,

𝑧𝑥|𝑥=0 = 𝑧𝑥|𝑥=1 = 0,

𝑧𝑦|𝑦=0 = 0, 𝑧𝑦|𝑦=1 = cos 𝜋𝑥 ,
                       (20) 

где 𝛾 = a + b + c + d. 
Решение задачи (20) находится в виде ряда Фурье (см. [8]) 

 𝑢(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑌𝑛(𝑦) cos 𝜋𝑛𝑥
∞
𝑛=0                            (21) 

по формуле 

𝑧(𝑥, 𝑦) =
𝑐ℎ(√𝛾 + 𝜋2)𝑦

√𝛾 + 𝜋2 ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2)
cos 𝜋𝑥 , 𝛾 = a + b + c + d. 

Затем, используя полученное решение системы (20), определяем, что 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑧(𝑥, 𝑦)-u(x, y)= 𝑧(𝑥, 𝑦)- 
𝑐ℎ(√𝛾+𝜋2𝑦)

√𝛾+𝜋2𝑦⋅𝑠ℎ(√𝛾+𝜋2𝑦)
cos 𝜋𝑥 , 𝛾 = a + b + c + d. 

Далее подставляем данную формулу в первое уравнение системы (19) и будем иметь задачу для нахождения 

функции u(x, y) 

𝛥𝑢 − (𝑎 − 𝑏)𝑢 = 𝑏
𝑐ℎ(√𝛾 + 𝜋2)𝑦

√𝛾 + 𝜋2 ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2)
cos 𝜋𝑥 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 

𝑢𝑥|𝑥=0 = 𝑢𝑥|𝑥=1 = 𝑢𝑦|𝑦=0 = 𝑢𝑦|𝑦=1 = 0, 

решение которой определяется в виде ряда Фурье (21) (см. [9]) по формуле  

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑏
 𝛼 ⋅ 𝑠ℎ( 𝛼) ⋅ 𝑐ℎ(√𝛾 + 𝜋2)𝑦 − √𝛾 + 𝜋2 ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑐ℎ( 𝛼)𝑦

 𝛼 ⋅ (𝛾 − 𝑎 + 𝑏)√(𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑠ℎ( 𝛼)
cos 𝜋𝑥, 

тогда  

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑧(𝑥, 𝑦) − 𝑢(𝑥, 𝑦) ==
(𝛾 − 𝑎) ⋅ 𝛼 ⋅ 𝑠ℎ(𝛼) ⋅ 𝑐ℎ(√𝛾 + 𝜋2)𝑦 − 𝑏 ⋅ √𝛾 + 𝜋2 ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑐ℎ(𝛼)𝑦

𝛼 ⋅ (𝛾 − 𝑎 + 𝑏)√(𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑠ℎ(√𝛾 + 𝜋2) ⋅ 𝑠ℎ(𝛼)
cos 𝜋𝑥, 

где 𝛼 = √𝜋2 + 𝑎 − 𝑏. 

Заключение 

В статье рассмотрены дифференциальные уравнения, возникающие при моделировании систем типа «реак-

ция-диффузия». Получены следующие основные результаты. Во-первых, предложены новые признаки устойчи-

вости точек равновесия в критических случаях, когда собственные значения соответствующих линеаризованных 

уравнений имеют чисто мнимые собственные значения. Во-вторых, предложены новые признаки основных типов 

бифуркаций в окрестностях точек равновесия, определены необходимые условия устойчивости возникающих 

бифуркационных решений. Эффективность предложенных подходов иллюстрируют соответствующие примеры. 

Полученные результаты могут быть полезными в задачах теоретического обоснования эффектов возникновения 

неравновесных пространственно-временных структур в нелинейных средах различной природы. 
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